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1. Wstęp 
 

   Celem pracy jest zastosowanie metody symulacyjnej Monte Carlo do badania 

niezawodności złożonych wielostanowych systemów technicznych, o zmiennych strukturach 

niezawodnościowych oraz zmiennych parametrach niezawodnościowych ich elementów w 

różnych stanach eksploatacyjnych, jak również wskazanie możliwości praktycznego 

zastosowania uzyskanych wyników w eksploatacji złożonych systemów transportowych. 

Wyniki uzyskane metodą symulacji Monte Carlo zastosowaną do analizy niezawodności 

rzeczywistego systemu transportowego pozwoliły na skonstruowanie ogólnych procedur i 

algorytmów pozwalających oceniać niezawodność szerszej klasy systemów złożonych niż w 

przypadku metody analitycznej. Procedury i algorytmy, obok cząstkowego nowego wyniku 

analitycznego są głównym oryginalnym wynikiem pracy. 

   Metody stosowane do oceny niezawodności złożonych systemów można podzielić na dwa 

rodzaje: metody dokładne oraz metody przybliżone. Praca poświęcona jest metodom 

przybliżonym: metodzie analitycznej oraz metodzie symulacji Monte Carlo. 

   Pewne wyniki związane z analityczną oceną niezawodności złożonych systemów o 

starzejących się elementach można znaleźć w pracach [Xue 1985; Xue, Yang 1995a-b; 

Jaźwiński, Grabski 2003; Grabski 2014; Kołowrocki, Soszyńska-Budny 2011; Kołowrocki 

2014]. Wyniki związane z symulacyjną oceną niezawodności złożonych systemów o 

starzejących się elementach oraz uwzględniających zmienność ich struktur 

niezawodnościowych oraz parametrów niezawodnościowych ich elementów można znaleźć w 

pracach: [Kołowrocki, Kuligowska 2013; Kołowrocki, Kuligowska, Soszyńska-Budny 2014, 

2015; Kuligowska 2017; Dąbrowska, Soszyńska-Budny 2018]. 

   Podejście analityczne do badania niezawodności starzejących się systemów poddanych 

zmiennym procesom eksploatacji często prowadzi do skomplikowanych obliczeń. W tym 

przypadku można zastosować metodę symulacji Monte Carlo, która pozwala uprościć trudne 

do zastosowania modelowanie analityczne oraz poszerzyć klasę ocenianych systemów. Praca 

jest poświęcona głównie metodzie symulacyjnej i przedstawia uzyskane nowe wyniki w 

postaci ogólnych procedur i algorytmów symulacyjnych pozwalających oceniać 

niezawodność złożonych systemów o różnorodnych strukturach niezawodnościowych. 
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2. Niezawodność systemu złożonego 
2.1. Podejście analityczne 

2.1.1. Proces eksploatacji systemu 
 

Zakładamy, że system podczas swojej eksploatacji w każdej chwili t, t0,) może 

znajdować się w jednym z ,   2, stanów eksploatacyjnych zb, b = 1,2,...,. Konsekwentnie, 

oznaczamy przez Z(t), t0,), proces zmian stanów eksploatacyjych systemu, który jest 

funkcją ciągłej zmniennej t, przyjmującej dyskretne wartości ze zbioru Z = {z1, z2, ..., z}, 

stanów procesu operacyjnego. Przyjmujemy semi-markowski model [Grabski 2002] procesu 

eksploatacji systemu Z(t) i oznaczamy przez bl jego losowe warunkowe czasy przebywania 

w stanie eksploatacyjnym zb przy warunku, że następne przejście nastąpi do stanu 

eksploatacyjnego zl, b,l = 1,2,...,, b  l, natomiast przez bl realizację warunkowego czasu 

bl. Wtedy proces ten można opisać:  

- wektorem  

 

      [pb(0)]1×ν = [p1(0), p2(0),…, pν(0)], b = 1,2,..., , (1) 

 

prawdopodobieństw  

 

      pb(0) = P(Z(0) = zb), b = 1,2,...,, 
(2) 

 

przebywania procesu eksploatacji systemu Z(t) w poszczególnych stanach 

eksploatacyjnych w chwili początkowej t = 0;  

 

- macierzą prawdopodobieństw przejść pomiędzy stanami  

 

      [ blp ] = ,
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(3) 

 

gdzie bbp = 0 dla b = 1,2,..., , 

 

- macierzą warunkowych dystrybuant  

 

      Hbl(t) = P(bl ≤ t), t0,), 

 

czasów bl przebywania procesu Z(t) w stanie eksploatacyjnym zb przy warunku, że 

następne przejście nastąpi do stanu eksploatacyjnego zl, b,l = 1,2,...,, b  l,  
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gdzie Hbb(t) = 0 dla t0,), b = 1,2,...,. 
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Przy powyższych założeniach, dysponując powyższymi parametrami, można wyznaczyć 

główne charakterystyki procesu eksploatacji systemu, a mianowicie: 

- wartości średnie warunkowych czasów przebywania procesu w poszczególnych stanach 

eksploatacyjnych  

      Mbl = E[bl] = 


0

tdHbl(t), b,l = 1,2,...,, b  l; 

 

- bezwarunkowe dystrybuanty czasów b przebywania procesu w poszczególnych stanach 

eksploatacyjnych  

 

      Hb(t) = 




1l

pblHbl(t), t0,), b = 1,2,..., ; 

 

- wartości średnie bezwarunkowych czasów przebywania procesu w poszczególnych 

stanach eksploatacyjnych  

 

      Mb = E[b] = 




1l

pblMbl, b = 1,2,...,; 

 

- prawdopodobieństwa chwilowe przebywania systemu w poszczególnych stanach 

eksploatacyjnych  

 

       pb(t) = P(Z(t) = zb), t0,), b = 1,2,...,. (5) 

 

Można pokazać [Grabski 2002; Kołowrocki 2014], że graniczne wartości prawdopodobieństw 

chwilowych pb(t) przebywania procesu eksploatacji Z(t) w poszczególnych stanach 

eksploatacyjnych określone są wzorem  

 

    bp  = )(lim tpb
t 

 = 
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,  b = 1,2,...,v, 

(6) 

 

gdzie, Mb są wartościami oczekiwanymi bezwarunkowych czasów przebywania procesu 

eksploatacji systemu Z(t) w stanie eksploatacyjnym zb, natomiast prawdopodobieństwa b  

spełniają układ równań  
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gdzie ][ b = ],,...,[ 21 v , oraz macierz [pbl] określona jest wzorem (3). 

Innymi, możliwymi do wyznaczenia charakterystykami procesu eksploatacji systemu Z(t) są 

sumaryczne czasy b̂  przebywania procesu w poszczególnych stanach eksploatacyjnych zb, 

b = 1,2,...,, dla ustalonego czasu eksploatacji  systemu. Można pokazać, że sumaryczne 

czasy b̂  przebywania procesu eksploatacji w poszczególnych stanach eksploatacyjnych zb, 
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dla dostatecznie dużego czasu eksploatacji , mają w przybliżeniu rozkłady normalne z 

wartością oczekiwaną określoną wzorem ,]ˆ[ˆ bbb pEM   b = 1,2,...,v, gdzie pb określone 

są wzorem (6). 

 
2.1.2. Niezawodność systemu wielostanowego 
 

W celu wprowadzenia wielostanowego podejścia do analizy niezawodności systemów 

przyjęto, że: 

- n jest liczbą elementów systemu,  

- Ei, i = 1,2,...,n, są elementami systemu,  

- wszystkie rozważane elementy oraz system mają zbiór stanów niezawodnościowych    

{0,1,...,z}, z  1, 

- stany są uporządkowane, 0 jest stanem najgorszym natomiast stan z jest najlepszym,  

- Ti(u) są niezależnymi zmiennymi losowymi reprezentującymi czasy przebywania elementów 

Ei w podzbiorze stanów niezawodnościowych {u,u+1,...,z}, podczas gdy elementy te w 

chwili t = 0 znajdowały się w stanie z, 

- T(u) jest zmienną losową reprezentującą czas przebywania systemu w podzbiorze stanów 

niezawodnościowych {u,u+1,...,z}, u = 0,1,...,z, podczas gdy w chwili t = 0 system ten 

znajdował w stanie z, 

- stany niezawodnościowe systemu oraz elementów pogarszają się wraz z upływem czasu t 

bez napraw, 

- ei(t) jest stanem niezawodnościowym elementu Ei w chwili t, t0,), podczas gdy element 

ten w chwili t = 0 znajdował się w stanie niezawodnościowym z, 

- s(t) jest stanem niezawodnościowym systemu S w chwili t, t0,), podczas gdy system w 

chwili t = 0 znajdował się w stanie niezawodnościowym z. 

Przykładowe realizacje czterostanowego procesu zmian stanów niezawodnościowych s(t) 

oraz realizacje t(3), t(2), t(1) czasów zdatności T(u), u = 1,2,3, systemu S są przedstawione na 

Rysunku 1. 

 

 
Rys. 1. Realizacje procesu zmian stanów niezawodnościowych systemu 

 

Podczas wielostanowej analizy niezawodnościowej systemów w celu zdefiniowania 

systemów o starzejących się w czasie elementach, wprowadzone zostało pojęcie 

wielostanowych funkcji niezawodności elementów i systemu. 

 

Definicja 1   
Wektor    

 

      Ri(t ,  ) = [Ri(t,0), Ri(t,1),..., Ri(t,z)], t0,), i = 1,2,...,n, (7) 

 

        t(3)      t(2) = t(1)                 t                                            t(3)         t(2)   t(1)            t 

     s(t)                                                                          s(t) 
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o składowych 

 

      Ri(t,u) = P(ei(t)  u  ei(0) = z) = P(Ti(u) > t), t0,), u = 0,1,...,z, (8) 

 

jest prawdopodobieństwem tego, że element Ei w chwili t, t0,), znajduje się w podzbiorze 

stanów niezawodnościowych {u,u+1,...,z}, podczas gdy w chwili t = 0 znajdował się w 

najlepszym stanie niezawodnościowym z, nazywamy wielostanową funkcją niezawodności 

elementu Ei.  

 

Definicja 2 

Wektor  

 

      R(t ,  ) = [R(t,0), R(t,1),..., R(t,z)], t0,), (9) 

 

gdzie    

 

      R(t,u) = P(s(t)  u  s(0) = z) = P(T(u) > t), t0,), u = 0,1,...,z, (10) 

 

jest prawdopodobieństwem tego, że system w chwili t, t0,), znajduje się w podzbiorze 

stanów niezawodnościowych {u,u+1,...,z}, podczas gdy w chwili t = 0 znajdował się w stanie 

niezawodnościowym z, nazywamy wielostanową funkcją niezawodności systemu. 

Odwołując się do Definicji 2 oraz uwzględniając założenia dotyczące degradacji systemu, 

otrzymujemy następujące własności współrzędnych funkcji niezawodności systemu 

 

      R(t,0)  R(t,1)  . . .  R(t,z), t0,). 

 

Jeśli  

 

      p(t,u) = P(s(t) = u | s(0) = z), t0,), u = 0,1,...,z, 

 

jest prawdopodobieństwem tego, że system znajduje się w stanie niezawodnościowym u  

w chwili t, t0,), podczas gdy w chwili t = 0 znajdował się w stanie z, to biorąc pod uwagę 

wzór (8) otrzymujemy R(t,0) = 1, dla t0,). 

Powyższa własność oznacza, że R(t,0) może być nazwana zdegenerowaną funkcją 

niezawodnośći [Kołowrocki 1993; Kołowrocki 2004]. Stąd, występującą w (2) współrzędną 

R(t,0) można zastąpić przez 1. Analogiczne wyjaśnienie można przeprowadzić dla (7). 

Podejście wielostanowe do analizy niezawodności systemów pozwala na wyróżnienie 

progowego stanu krytycznego systemu, którego przekroczenie jest niebezpieczne dla 

otoczenia lub też nie zapewnia odpowiedniego poziomu efektywności eksploatacji tego 

systemu. Wtedy podstawową charakterystyką niezawodności systemu staje się rozkład czasu 

do przekroczenia stanu progowego zwany funkcją ryzyka systemu. Definicja tej funkcji 

została podana poniżej. 

 

Definicja 3  

Prawdopodobieństwo   

 

      r(t) = P(s(t) < r  s(0) = z) = P(T(r)  t), t0,), 
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tego, że system w chwili t znajduje się w podzbiorze stanów niezawodnościowych gorszych 

niż stan krytyczny r, r  {1,...,z}, podczas gdy w chwili t = 0 znajdował się w stanie 

niezawodnościowym z, nazywamy funkcją ryzyka systemu lub krótko ryzykiem.   

Rozkład ten jest ściśle wyznaczony przez wielostanową funkcję niezawodności systemu, a 

mianowicie   

 

      r(t) = 1 – P(s(t)  r  s(0) = z) = 1 – R(t,r), t0,). (11) 

 

W dalszej części pracy zdefiniowane zostały wielostanowe systemy szeregowe, równoległe 

oraz szeregowo-równoległe. Dla tych systemów wyznaczone zostały funkcje niezawodności 

oraz wzory na czasy zdatności T(u), u = 1,2,...,z. Ponadto zilustrowano schematy ich struktur 

niezawodnościowych.  

 

2.1.3. Ogólny model niezawodności wielostanowego systemu technicznego 
 

   Na podstawie przedstawionego w pracy łącznego modelu niezawodności wielostanowych 

systemów, który powstał w wyniku połączenia modelu niezawodnościowego rozważanych 

systemów oraz semi-markowskiego modelu ich zmiennych w czasie procesów eksploatacji 

zdefiniowane zostały warunkowe wielostanowe funkcje niezawodności elementów systemów, 

zależne od zmieniających się w czasie stanów eksploatacyjnych oraz wartości średnie i 

wariancje czasów przebywania rozważanych systemów w podzbiorach stanów 

niezawodnościowych. Ponadto, powyższe charakterystyki niezawodnościowe zostały 

oszacowane w szczególnym przypadku, gdy elementy systemu posiadają wykładnicze funkcje 

niezawodności. 

   Przyjęto, że rozkłady czasów przebywania elementów systemu wielostanowego w stanach 

niezawodnościowych zależą od stanów procesu eksploatacji systemu Z(t), w tym sensie, że 

zmiany stanów procesu eksploatacji Z(t) powodują zmiany ich wielostanowych funkcji 

niezawodności. Ponadto, założono, że proces eksploatacji systemu wielostanowego ma 

wpływ na jego strukturę niezawodnościową, a dokładniej, założono, że w różnych stanach 

eksploatacyjnych system może mieć różne struktury niezawodnościowe. Oznacza to, że 

funkcja niezawodności systemu zależy od jego stanów eksploatacyjnych. Przy tych 

założeniach, wprowadzona została warunkowa wielostanowa funkcja niezawodności 

elementu Ei, i = 1,2,...,n, systemu, podczas gdy system znajduje się w stanie eksploatacyjnym 

zb, b = 1,2,...,, będąca wektorem 

 

      [Ri(t,)]
(b)

 = [1, [Ri(t,1)]
(b)

,..., [Ri(t,z)]
(b)

], (12) 

 

o składowych 

 

       [Ri(t,u)]
(b)

 = P([Ti(u)]
(b)

  t | Z(t) = zb), t0,), u = 1,2,...,z, b = 1,2,...,.  (13) 

 

Funkcja niezawodności [Ri(t,u)]
(b)

 określona wzorami (12)-(13) jest warunkowym 

prawdopodobieństwem tego, że czas [Ti(u)]
(b)

 przebywania elementu Ei systemu w podzbiorze 

stanów niezawodnościowych {u,u+1,...,z} jest nie krótszy niż t, podczas gdy proces 

eksploatacji Z(t) tego systemu znajduje się w stanie zb.  

Zdefiniowana została również warunkowa funkcja niezawodności systemu wielostanowego, a 

mianowicie 

 

       [R(t,)]
(b)

 = [1, [R(t,1)]
(b)

,..., [R(t,z)]
(b)

], 

 



 7 

o składowych 

 

       [R(t,u)]
(b)

 = P([T(u)]
(b)

  t | Z(t) = zb), t0,), u = 1,2,...,z, b = 1,2,...,, (14) 

 

będących prawdopodobieństwem tego, że czas T
(b)

(u) przebywania systemu w podzbiorze 

stanów niezawodności },...,1,{ zuu   jest nie krótszy niż t, podczas gdy proces eksploatacji 

Z(t) systemu znajduje się w stanie eksploatacyjnym zb. 

Warunkowe czasy przebywania systemu w podzbiorze stanów niezawodnościowych 

{u,u + 1,...,z} 

 

      T
(b)

(u) = T([T1(u)]
(b)

, [T2(u)]
(b)

,…,[Tn(u)]
(b)

), t0,), u = 1,2,...,z, b = 1,2,...,, n  , 

 

zależą od warunkowych czasów [Ti(u)]
(b)

, i = 1,2,...,n, przebywania elementów systemu w 

tym podzbiorze stanów, podczas gdy proces eksploatacji systemu znajduje się w stanie 

eksploatacyjnym zb. 

Warunkowa funkcja niezawodności systemu [R(t,u)]
(b)

 zależy od warunkowych funkcji 

niezawodności [Ri(t,)]
(b)

, ni ,...,2,1 , b = 1,2,...,v, elementów systemu zdefiniowanych przez 

(12)-(13) oraz od struktury niezawodnościowej systemu w stanie eksploatacyjnym zb i 

przyjmuje różne postacie dla rozważanych w rozprawie systemów szeregowych, 

równoległych i szeregowo-równoległych. 

W dalszych rozważaniach, zakładamy, że elementy Ei, i = 1,2,...,n, systemu w stanie 

eksploatacyjnym zb, b = 1,2,...,, mają wykładnicze funkcje niezawodności z parametrami 

[λi(u)]
(b)

, zwanymi intensywnościami wyjścia z podzbiorów stanów niezawodnościowych 

{u,u+1,...,z}, u=1,2,...,z, [Kołowrocki, Soszyńska-Budny 2011], i zmieniają się w różnych 

stanach eksploatacyjnych, tj. ich współrzędne są następujące 

 

      [Ri(t,u)]
(b)

 = P( )()( uT b
i   t | Z(t) = zb) = exp[–[λi(u)]

(b)
t], (15) 

 

oraz  

 

      [R(t,u)]
(b)

 = P(T
(b)

(u)  t | Z(t) = zb) 
= [R([R1(t,u)]

(b)
, [R2(t,u)]

(b)
,…, [Rn(t,u)]

(b)
)]

(b) 

 

                     = [R(exp[–[λ1(u)]
(b)

t], exp[–[λ2(u)]
(b)

t],…, exp[–[λn(u)]
(b)

t])]
(b)

, (16) 

 

dla t0,), u = 1,2,...,z, b = 1,2,...,, nN. 

Powodem tego silnego założenia jest fakt, że rozkład wykładniczy ma własność "braku 

pamięci", wyrażoną następująco 

 

      [Ri(t0 + t, u)]
(b)

 = P(( )()( uT b
i   t0 + t | )()( uT b

i   t0) | Z(t) = zb) 

 

             
))()((

))()()((

0
)(

0
)(

0
)(

b
b
i

b
b
i

b
i

ztZtuTP

ztZtuTttuTP
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0
)(

b
b
i

b
b
i

ztZtuTP

ztZttuTP






])]([exp[
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              = exp[–[λi(u)]
(b)

t] = P( )()( uT b
i  > t | Z(t) = zb) = [Ri(t,u)]

(b)
. 

 

Ponadto, z powyższego założenia wynika, że współrzędne bezwarunkowej funkcji 

niezawodności systemu są określone wzorem 

 

      R(t,u) ,)],([
1

)(



v

b

b
b utp R  

                )(

1

)()(
2

)(
1 ]]))]([exp[],...,)]([exp[],)]([(exp[[ b

v

b

b
n

bb
b tututup



 R  (17) 

 

dla t0,), u = 1,2,...,z.  

W przypadku, gdy czas eksploatacji systemu jest dostatecznie duży, bezwarunkowa funkcja 

niezawodności systemu określona jest wzorem 

 

       [R(t,)] = [1, R(t,1),..., R(t,z)], t0,), (18) 

 

gdzie  

 

      ),( utR ,)],([
1

)(



v

b

b
b utp R  t0,), u = 1,2,...,z, (19) 

 

oraz pb, b = 1,2,...,, są prawdopodobieństwami granicznymi przebywania systemu w 

poszczególnych stanach eksploatacyjnych określonymi wzorem (5). 

 
2.2. Podejście symulacyjne Monte Carlo 
 

W ramach poruszanego zagadnienia przedstawiona została metoda symulacji Monte Carlo. 

Omówione zostały następujące metody generowania liczb losowych o dowolnym rozkładzie 

prawdopodobieństwa: metoda przekształceń (odwracania dystrybuanty), metoda Boxa-

Mullera, metoda sumy rozkładów równomiernych, metoda biegunowa Marsaglii, metoda 

akceptacji i odrzucenia oraz metoda eliminacji. Zaproponowana została ogólna procedura do 

wyznaczania czasów zdatności rozważnych systemów wielostanowych w zmiennych 

warunkach eksploatacji, przy założeniu, że elementy rozważanych systemów posiadają 

wykładnicze funkcje czasów przebywania w stanach eksploatacji oraz wykładnicze funkcje 

niezawodności. Ponadto, zbudowany został algorytm dla przykładowej oceny niezawodności 

systemu. Zbadane zostały zbieżność estymatora średniej dla metody Monte Carlo, 

przeprowadzona została estymacja przedziałowa oraz wyznaczony został błąd aproksymacji. 

Przedstawione zostało podejście, oparte na tzw. asymptotycznej wariancji i konstrukcji 

asymptotycznych przedziałów ufności. 

 
2.2.1. Generowanie procesu eksploatacji systemu 
 

W celu zastosowania podejścia symulacyjnego do procesu eksploatacji systemu 

modelowanego analitycznie w Rozdziale 2.1.1, przez zb = zb(q), b  {1,2,...,}, oznaczamy 

realizację początkowego stanu eksploatacyjnego procesu eksploatacji w chwili t = 0. 

Następnie, wybieramy ten początkowy stan eksploatacyjny generując liczby losowe z 

rozkładu [pb(0)]1× zgodnie z (1)-(2). Realizacje te są generowane przy użyciu poniższej 

procedury 



 9 

 

      













 











,1)0(,

),0()0()0(,

),0(0,

)(

1

1

2112

11

qpz

ppqpz

pqz

q

i
i

bz





  (20) 

 

gdzie q jest losowo generowaną liczbą z rozkładu równomiernego na przedziale 0,1). 

Następny stan eksploatacyjny zl = zl(g), l  {1,2,...,}, l  b, otrzymujemy generując liczbę 

losową z rozkładu [pbl]× zgodnie z (3), w zależności od poprzedniego stanu 

eksploatacyjnego, przy użyciu następująco zdefiniowanej procedury 
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         jeśli zb(q) = z1; (21) 
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      jeśli zb(q) = z2, z3,…, z –1; (22) 
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     jeśli zb(q) = z, (23) 

 

gdzie g jest losowo generowaną liczbą z rozkładu równomiernego na przedziale 0,1). 

Ponadto, po ustaleniu początkowego stanu eksplatacyjnego zb oraz stanu następnego zl 

zgodnie z procedurami (20)-(23), oznaczamy przez bl, b,l  {1,2,...,}, b  l, realizację 

warunkowego czasu bl, b,l  {1,2,...,}, b  l, przebywania procesu eksploatacji systemu 

Z(t) w stanie eksploatacyjnym zb, przy warunku, że następne przejście nastąpi do stanu 

eksploatacyjnego zl. Losowe warunkowe czasy bl, b,l  {1,2,...,}, b  l, procesu 

eksploatacji systemu Z(t) generowane są za pomocą dystrybuanty Hbl(t), b,l  {1,2,...,}, 

b  l, t0,), określonej przez (4).  

W przypadku rozkładu wykładniczego 

 

      Hbl(t) = 1 – exp[ – αblt], t0,), (24) 

 

używając metody odwracania dystrybuanty, otrzymujemy 
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      ],1ln[
1

h
bl

bl 


  b,l  {1,2,...,}, b  l. (25) 

 

Przykładowe przedstawienie procesu eksploatacji systemu zilustrowane zostało na 

Rysunku 2. Składa się ono z realizacji początkowego stanu eksploatacyjnego (z3), realizacji 

sekwencji zmian stanów eksploatacyjnych (z3, z1, z4, z3, z2, …) oraz realizacji czasów 

przebywania w poszczególnych stanach eksploatacyjnych. 

 

(1) 

(1) 
14  

1 z 

2 z 

3 z 

state 

(2) 
32  

43 

(1) 
2  

 

 0                                                                    t 

 (1) 
31 

4 z 

 z 

 … 

Write )(uT  

operation 

 
Rys. 2. Przykładowe przedstawienie procesu eksploatacji systemu 

 
2.2.2. Generowanie procesu zmian stanów niezawodnościowych systemu  

          w poszczególnych stanach eksploatacyjnych 
 

W celu otrzymania Ξ, Ξ  \{0} realizacji bezwarunkowych czasów zdatności T(u), u = 1,2, 

...,z, systemu, musimy wykonać Ξ replikacji przebiegu symulacji Monte Carlo związanych z 

generowaniem realizacji procesu eksploatacji systemu oraz realizacji warunkowych czasów 

zdatności elementów systemu. 

Realizacje ,)]([ )(b
i ut   i = 1,2,...,ξ, u = 1,2,...,z, b  {1,2,...,}, ξ = 1,2,...,Ξ, warunkowych 

czasów zdatności [Ti(u)]
(b)

 elementów Ei, w podzbiorach stanów niezawodnościowych 

zmiennych w różnych stanach eksploatacyjnych zb, b  {1,2,…,}, są generowane zgodnie z 

metodą odwracania dystrybuanty 

 

      

)()]([ b
i ut   = ([Fi(f,u)]

(b))
–1

 = (1 – [Ri(f,u)]
(b))

–1
, 

 

      i = 1,2,...,ξ, u = 1,2,...,z, b  {1,2,...,}, ξ = 1,2,...,Ξ, (26) 

 

gdzie ([Fi(f,u)
(b)

])
–1

 jest funkcją odwrotną do dystrybuanty 

 

      [Fi(f,u)]
(b)

 = 1 – [Ri(f,u)]
(b)

, 

 

będącej funkcją warunkowego czasu zdatności [Ti(u)]
(b)

 elementu, natomiast f jest losowo 

generowaną liczbą z rozkładu równomiernego na przedziale 0,1).  

W przypadku rozkładu wykładniczego 

 

      [Fi(f,u)]
(b)

 = 1 – exp[–[i(u)]
(b)

f ], i = 1,2,...,ξ, u = 1,2,...,z, b  {1,2,...,}, (27) 
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realizacje warunkowych czasów zdatności elementu systemu przyjmują następującą formę 

      ),1ln(
)]([

1
)]([

)(

)( f
u

ut
b

i

b
i 


  i = 1,2,...,ξ, u = 1,2,...,z, b  {1,2,...,}, 

      ξ = 1,2,...,Ξ, (28) 

 

gdzie [i(u)]
(b)

, i = 1,2,...,ξ, u = 1,2,...,z, b  {1,2,...,}, są intensywnościami wyjścia 

elementów systemu z podzbiorów stanów niezawodnościowych {u,u + 1,...,z}, natomiast f jest 

losowo generowaną liczbą z rozkładu równomiernego na przedziale 0,1). 

Realizacje [t(u)]ξ, u = 1,2,...,z, ξ = 1,2,...,Ξ, warunkowych czasów zdatności systemu T(u) w 

podzbiorach stanów niezawodnościowych {u,u+1,...,z} zależą od realizacji ,)]([ )(b
i ut   

i = 1,2,...,ξ, u = 1,2,...,z, b  {1,2,...,}, ξ = 1,2,...,Ξ, warunkowych czasów zdatności [Ti(u)]
(b)

 

elementów systemu i są obliczane z niejawnego wyrażenia 

 

      [t(u)]ξ = t( ,)]([ )(b
i ut   pb(0), pbl, bl; u = 1,2,...,z, i = 1,2,...,ξ, b,l  {1,2,...,},  

 

                       b  l, ξ = 1,2,...,Ξ), (29) 

 

przyjmując odpowiednią jawną postać zależną od realizacji procesu eksploatacji systemu oraz 

struktury systemu, która jest różna w różnych stanach eksploatacyjnych zb, b  {1,2,...,}. 

 
2.2.3. Dokładność metody Monte Carlo 
 

Metoda symulacji Monte Carlo zapewnia przybliżone wyniki ze zbieżnością kontrolowaną 

przez liczbę realizacji. Załóżmy, że losową wielkością próby jest Ξ, Ξ  \{0}, natomiast 

czasy zdatności systemu [T(u)]ξ, u  {1,2,…,z}, ξ = 1,2,...,Ξ, są niezależnymi zmiennymi 

losowymi o jednakowym rozkładzie, takiej samej wartości oczekiwanej μ i skończonym 

odchyleniu standardowym σ. Następnie, zgodnie z silnym prawem wielkich liczb i 

Centralnym Twierdzeniem Granicznym, gdy Ξ zbiega do nieskończoności, to zmienna losowa 

postaci 

 

      )(ˆ uT  = ,)]([
1

1




 

uT  u  {1,2,…,z}, (30) 

 

reprezentująca empiryczne wartości średnie warunkowych czasów zdatności systemu w 

podzbiorze stanów niezawodnościowych {u,u + 1,…,z}, zbiega silnie według rozkładu 

prawdopodobieństwa do wartości oczekiwanej μ. Stąd, zmienna losowa ),(ˆ uT  u  {1,2,…,z}, 

jest statystyką oszacowującą μ. Ponadto, )](ˆ[ uTE  =  , )](ˆ[ uTD  = ,



 oraz dla 

dostatecznie dużej próby losowej, zbiega ona według rozkładu do rozkładu normalnego. 
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Rys. 3. Przykładowe średnie czasy zdatności systemu dla różnych wielkości Ξ 

 

Błąd aproksymacji metody Monte Carlo maleje w zależności od liczby replikacji algorytmu 

symulacyjnego, przy czym wskaźnik zbieżności wynosi O(
−1/2

). Możemy zatem zapisać, że 

błąd standardowy )(ˆ uT  maleje w tempie 
−1/2

, gdzie  oznacza wielkość próbki. Stąd, dla 

)(ˆ uT  otrzymujemy estymację punktową μ ± .



 

Korzystając z centralnego twierdzenia granicznego Lindeberg'a–Léviego i zakładając 

przedział ufności 1  = 0.95, otrzymujemy przybliżony przedział ufności dla μ  

 

      μ  



s

uT
96.1

)(ˆ ; 



s

uT
96.1

)(ˆ , 

 

Jeśli założymy, że dokładność oszacowania jest równa d, możemy określić minimalny 

rozmiar próby ,
96.1
2

22

d

s
  z prawdopodobieństwem 1  = 0.95. 

 
2.3. Ocena niezawodności portowego systemu transportu zboża  
 

   Metody analityczna i symulacyjna rozprawy zostały zastosowane do oszacowania 

charakterystyk niezawodności portowego systemu transportu zboża, który jest typowym 

systemem złożonym charakteryzującym się zmiennym w czasie procesem eksploatacji.  

 
2.3.1. Opis portowego systemu transportu zboża 
 

   Portowy system transportu zboża jest podstawowym obiektem Bałtyckiego Terminalu 

Zbożowego Portu Gdynia przeznaczonym do obsługi eksportu i importu zboża. W procesie 

załadunku uczestniczy system składający się z następujących podsystemów transportowych 

systemu: S1 - poziome przenośniki taśmowe typu 1, S2 - pionowe podnośniki kubełkowe, S3 - 

poziome przenośniki taśmowe typu 2, S4 - przenośniki ślimakowe. 
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Rys. 4. Schemat struktury niezawodnościowej portowego systemu transportu zboża 

 
2.3.2. Parametry procesu eksploatacji portowego systemu transportu zboża  
 

   Portowy system transportu zboża jest systemem z trzema stanami niezawodnościowymi i 

eksploatowany jest w trzech stanach eksploatacyjnych (b = 3). Na podstawie danych 

uzyskanych od ekspertów (użytkowników systemu) przeprowadzona została przybliżona 

identyfikacja parametrów procesu eksploatacji tego systemu polegająca na oszacowaniu: 

- prawdopodobieństw początkowych w chwili t = 0 danych w postaci wektora 

 

      









3

1
,
3

1
,
3

1
)]0([ 31xbp ; 

 

- prawdopodobieństw przejść pomiędzy wyróżnionymi stanami eksploatacyjnymi, które 

dane są w poniższej macierzy  
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- warunkowych dystrybuant czasów bl, b,l = 1,2,3, przebywania procesu Z(t) w stanie 

eksploatacyjnym bz , przy warunku, że następne przejście nastąpi do stanu 

eksploatacyjnego lz , l = 1,2,3, które dane są w postaci następującej macierzy  

 

       
























0]20exp[1]10exp[1

]50exp[10]40exp[1

]10exp[1]5exp[10

)]([ 33

tt

tt

tt

tH xbl , t0,).

 
 
2.3.3. Parametry niezawodnościowe portowego systemu transportu zboża  
 

System transportu zboża jest systemem z trzema stanami niezawodnościowymi: 
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- stan niezawodnościowy 2 zapewniający najlepszą jakość pracy systemu; 

- stan niezawodnościowy 1 zapewniający gorszą jakość pracy systemu, wymuszoną 

przez wysypywanie się zboża z taśmy; 

- stan niezawodnościowy 0 powodujący niezdatność systemu. 

Przeprowadzona została identyfikacja parametrów niezawodnościowych portowego systemu 

transportu zboża polegająca na oszacowaniu funkcji niezawodności jego elementów. W 

oparciu o tę identyfikację oszacowane zostały przybliżone warunkowe funkcje niezawodności 

poszczególnych podsystemów portowego systemu transportu zboża. Następnie oszacowane 

zostały przybliżone funkcje niezawodności całego systemu w poszczególnych stanach 

eksploatacyjnych, wartości średnie i odchylenia standardowe czasów przebywania systemu w 

podzbiorach stanów niezawodnościowych, oraz wartości średnie czasów przebywania 

systemu w poszczególnych stanach niezawodnościowych.  

 
2.3.4. Analityczna ocena niezawodności portowego systemu transportu zboża 
 

Na podstawie danych uzyskanych od ekspertów w oparciu o semi-markowski model procesu 

eksploatacji oszacowane zostały graniczne wartości prawdopodobieństw chwilowych 

przebywania procesu )(tZ  w poszczególnych stanach eksploatacyjnych, które wynoszą 

odpowiednio  

 

      ,
32

17
1 p  ,

64

7
2 p  .

64

23
3 p  (31) 

 

Biorąc pod uwagę strukturę niezawodnościową portowego systemu transportu zboża, został 

określony jego warunkowy czas zdatności w poszczególnych stanach eksploatacyjnych 

 

      [T(u)]
(1)

 }},)]({[min{max{min
)1()1(

129121

uTij
ji 

  }},)]({[min{max
)1()2(

743131

uTij
ji 

 

                               }},)]({[min{max
)1()3(

139121

uTij
ji 

 }}},)]({[min{max
)1()4(

242131

uTij
ji 

 u = 1,2. 

 

      [T(u)]
(2)

 },)]({[min{min
)2()1(

1291

uTij
j

  }},)]({[min{max
)2()2(

743121

uTij
ji 

 },)]({[min
)2()3(

1391

uTij
j

 

                               }}},)]({[min{max
)2()4(

242121

uTij
ji 

 u = 1,2. 

 

      [T(u)]
(3)

 },)]({[min{min
)3()1(

1291

uTij
j

  },)]({[min
)3()2(

7431

uTij
j

 },)]({[min
)1()3(

1391

uTij
j

 

                               }},)]({[min
)3()4(

2421

uTij
j

 u = 1,2. 

 

Ostatecznie, bezwarunkowa wielostanowa funkcja niezawodności portowego systemu 

transportu zboża ma postać 

 

      R(t,) = [1, R(t,1), R(t,2)], t0,), 

 

gdzie  
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      R(t,1)  
32

17
 [R(t,1)]

(1)
 + 
64

7
 [R(t,1)]

(2)
 + 
64

23
 [R(t,1)]

(3)
, t0,), 

      R(t,2)  
32

17
 [R(t,2)]

(1)
 + 
64

7
 [R(t,2)]

(2)
 
 
+ 
64

23
 [R(t,2)]

(3)
, t0,). 

 

Zachowanie się funkcji niezawodności R(t,) zilustrowane jest na Rysunku 5. 
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Rys. 5. Wykres funkcji niezawodności R(t,) portowego systemu transportu zboża 

                                   

Bezwarunkowe wartości średnie i odchylenia standardowe czasów przebywania portowego 

systemu transportu zboża w podzbiorach stanów niezawodnościowych wynoszą  

 

      µ(1) = 
32

17
·0.0813 + 

64

7
·0.0861 + 

64

23
·0.0607  0.0744 roku  27dni,                            

 

      σ(1)  0.0572 roku  21 dni,                                                                                              

                                      

      µ(2) = 
32

17
·0.0691 + 

64

7
·0.0729 + 

64

23
·0.0493  0.0624 roku  23dni,                            

 

      σ(2)  0.0479 roku  17 dni.                    

 

Natomiast bezwarunkowe wartości średnie czasów przebywania portowego systemu 

transportu zboża w poszczególnych stanach niezawodnościowych wynoszą  

                                           

      0120.0)2()1()1(    roku  4 dni,  0624.0)2()2(    roku  23 dni.     

 

Jeśli krytycznym stanem niezawodnościowym jest r = 1, to funkcja ryzyka systemu zgodnie z 

(11) przyjmuje postać 

 

      r(t)  1  R(t,1).                                                                                              

 
Stąd chwila, kiedy ryzyko przekroczy poziom krytyczny  = 0.05 wynosi  
 
       = r

1
()  0.0066 roku  2.41 dni. 
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Zachowanie się funkcji ryzyka r(t) zilustrowane jest na Rysunku 6.  

          

0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3

0.2

0.4

0.6

0.8

1

5 10 15 20 25

0.2

0.4

0.6

0.8

1

t [lata] 

r(t) 

δ 

τ 

 

Rys. 6. Wykres funkcji ryzyka r(t) portowego systemu transportu zboża 

 
2.3.5. Symulacyjna ocena Monte Carlo niezawodności portowego systemu 

transportu zboża 
 

Pierwszym krokiem metody symulacji Monte Carlo zastosowanej do generowania procesu 
eksploatacji systemu transportu zboża, jest wybranie początkowego stanu zb = zb(q), 
b  {1,2,3}, tego procesu w chwili t = 0, zgodnie z procedurą 
 

      






















,1
3

2
,

3

2

3

1
,

3

1
0,

)(

3

2

1

qz

qz

qz

qbz  

 

gdzie q jest losowo generowaną liczbą z rozkładu równomiernego  na  przedziale  0,1). 
Następny stan eksploatacyjny zl = zl(g), l  {1,2,3}, l  b, otrzymujemy przy użyciu 
procedury 
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1
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1
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)(

3

2

gz

gz
glz             jeśli zb(q) = z1; 
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,
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4
0,

)(

3

1

gz

gz
glz             jeśli zb(q) = z2; 

 

      













,1
3

1
,

3

1
0,

)(

2

1

gz

gz
glz              jeśli zb(q) = z3, 

 

gdzie g, q są losowo generowanymi liczbami z rozkładu równomiernego na przedziale 0,1). 
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Po ustaleniu początkowego stanu eksploatacyjnego zb oraz stanu następnego zl, losowe 

warunkowe czasy bl procesu eksploatacji systemu Z(t) generowane są korzystając z 

dystrybuant  Hbl(t), b,l  {1,2,3}, b  l, t0,).  

Ponieważ realizacje bl czasów bl pracy systemu mierzone są w dniach, a realizacje czasów 

zdatności elementów systemu podane są w latach, należy przekonwertować jednostki, aby 

zapewnić poprawność symulacji. Stąd, otrzymujemy  

 

      ],1ln[
365

)( hh
bl

bl 


 . 

 
W szczególności 

 

      12(h) = –73ln[1 – h],     13(h) = –36.5ln[1 – h],  21(h) = –9.125ln[1 – h], 

 

      23(h) = –7.3ln[1 – h],  31(h) = –36.5ln[1 – h], 32(h) = –18.25ln[1 – h], 

 
gdzie h jest losowo generowaną liczbą z rozkładu równomiernego na przedziale  0,1). 
Następnie, po ustaleniu początkowego stanu eksploatacyjnego zb oraz stanu następnego zl, 

generowana jest realizacja ),()( hk
bl  warunkowego czasu bl przebywania procesu eksploatacji 

systemu w stanie zb, przy warunku, że następne przejście nastąpi do stanu zl, gdzie k, k  , 

jest liczbą zmian stanów procesu eksploatacji Z(t). W celu otrzymania Ξ, Ξ  \{0}, 

realizacji bezwarunkowych czasów zdatności T(u), u = 1,2, systemu, musimy wykonać Ξ 

replikacji przebiegu symulacji Monte Carlo związanych z generowaniem realizacji procesu 

eksploatacji systemu oraz generowaniem realizacji warunkowych czasów zdatności 

elementów systemu. 

Realizacje 
)()( )]([ b

ij ut 
 , b  {1,2,3}, i = 1,2,...,k

(b)
, j = 1,2,..., ,)(bil  ξ = 1,2,...,Ξ, u = 1,2, 

 = 1,2,3,4, warunkowych czasów zdatności )()( )]([ b
ij uT   elementów systemu w podzbiorach 

stanów niezawodnościowych generowane są zgodnie z metodą odwracania dystrybuanty 

funkcji wykładniczej. Realizacje 
)()]([ but   warunkowych czasów zdatności [T(u)]

(b)
 systemu 

przyjmują odpowiednią postać zależną od realizacji procesu eksploatacji systemu oraz 

struktury systemu, która jest zmienna w różnych stanach eksploatacyjnych zb. 
 

Tabela 1. Minimalna ilość iteracji Ξ dla systemu, zakładając s(2)  20.7685 dni, różne przedziały 

ufności 1 – α oraz różne dokładności oszacowania d. 
 

Minimalna 

ilość iteracji  

Dokładność oszacowania d 

0.1 0.05 0.025 0.01 

P
rz

ed
zi

a
ł 
u

fn
o
śc

i 
1

 –
 α

 

0.90 116 011 464 043 1 856 171 11 601 068 

0.95 165 700 662 800 2 651 200 16 569 997 

0.98 234 166 936 661 3 746 642 23 416 507 

0.99 287 111 1 148 444 4 593 775 28 711 090 
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Jeśli założymy, że dokładność oszacowania jest równa d = 5%, możemy określić minimalny 

rozmiar próby 
 

      ,
96.1
2

22

d

s
   

2

22

05.0

7685.2096.1 
  662 800, 

 

z prawdopodobieństwem 1  = 0.95. 

Realizacje [t(u)]ξ, ξ = 1,2,...,Ξ, u = 1,2, czasów zdatności systemu są przedstawione w formie 

histogramów na Rysunku 7. 

 

 
Rys. 7. Wykres realizacji histogramu zmiennej losowej T(u)  

portowego systemu transportu zboża 
 
Bezwarunkowa wielostanowa funkcja niezawodności portowego systemu transportu zboża 

ma postać 

      Rs(t,) = [1, Rs(t,1), Rs(t,2)], t0,), 

 

o składowych  

 

      Rs(t,u)  1 – }},,...,2,1{,)]([:{#
1




  tut  t0,), u = 1,2. 

 
Bezwarunkowe wartości oczekiwane czasów przebywania systemu w podzbiorach stanów 

niezawodnościowych wynoszą: 
 

      µs(1)  24.46 dni,  µs(2)  20.48 dni, 
 

natomiast w poszczególnych stanach niezawodnościowych wynoszą: 

 

      )1(s   3.98 dni,  )2(s   20.48 dni. 

 

3. Niezawodność wykładniczego systemu złożonego – podejście analityczne 
3.1. Proces eksploatacji systemu 

 
Oznaczamy przez 

 

       ),()( )()( tPt bb   , 

 

rozkład prawdopodobieństwa zmiennych losowych 

 

      ,... )()2()1()( 
bbbb   
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gdzie ,)(ib  i = 1,2,...,ω, ω = 1,2,... , b = 1,2,...,, są niezależnymi zmiennymi losowymi o 

jednakowym rozkładzie 

 

      ).()()()(
1

)( tHptHtPtP
l

blblbb
i
b 






, t0,). 

Oznaczamy Nb(t), b = 1,2,…,ν, t0,), warunkową liczbę zmian stanów procesu 

eksploatacyjnego do chwili t, podczas gdy proces ten znajduje się w stanie zb, oraz przez N(t), 

t0,), bezwarunkową liczbę zmian stanów procesu eksploatacyjnego do chwili t. 

 

Twierdzenie 1. 

Jeśli czasy bl pracy elementów systemu mają skończoną średnią Mb i odchylenie 

standardowe Db to rozkład Nb(t) liczby zmian stanów procesu eksploatacyjnego do chwili t, w 

stanie zb jest asymptotycznie normalny N(mb,σb), ze średnią 

 

      ,
b

b
M

t
m   t0,), b = 1,2,…,ν, 

 

i odchyleniem standardowym 

 

    
 

  bb

b

b

b
b

MM

tD

M

tD


3

2

 . 

 

Twierdzenie 2. 
Jeśli czasy bl pracy elementów systemu mają rozkłady wykładnicze, to rozkład Nb(t) liczby 
zmian stanów procesu eksploatacyjnego do chwili t, t0,), w stanie zb jest asymptotycznie 
normalny N(mb,σb) o dystrybuancie 
 

      P(Nb(t) < k) ,
)(

)1,0()1,0( 











 








 


tD

tkMM
F

mk
F

b

bb
N

b

b
N


  

 

gdzie .
2

exp
2

1
)(

2

)1,0( 












t

N dt
t

tF


 

Wniosek 1.    

Jeśli rozkłady czasów bl przebywania procesu Z(t), t0,), w stanie eksploatacyjnym zb 

przy warunku, że następne przejście nastąpi do stanu eksploatacyjnego zl, b,l = 1,2,...,, 

b  l, są wykładnicze, wtedy rozkład N(t) bezwarunkowej liczby zmian stanów procesu 

Z(t) do chwili t, jest dany następująco 

 

      P(N(t) = k) ,))((
1







b

bb ktNPp  k = 0,1,… , 

 

gdzie pb są granicznymi wartości prawdopodobieństw chwilowych pb(t) przebywania procesu 

Z(t) w poszczególnych stanach eksploatacyjnych. 
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3.2. Niezawodność wykładniczego systemu złożonego 
 

Warunkowa wielostanowa funkcja niezawodności elementu Ei jest zdefiniowana wektorem 
 

      
)()],([ b

ki tR  = [1, ,)]1,([ )(b
ki tR ..., 

)()],([ b
ki ztR ], 

 

o składowych 

 

      ))()](([)],([ )()(
b

b
ki

b
ki ztZtuTPutR  , i = 1,2,...,n, t0,), u = 1,2,...,z, b = 1,2,...,v,  

      k = 0,1,… , 

 
gdzie 

)()]([ b
ki uT  jest zmienną losową reprezentującą czas przebywania elementu Ei systemu 

w podzbiorze stanów niezawodności {u,u+1,...,z}, podczas gdy proces eksploatacji Z(t) 
systemu znajduje się w stanie eksploatacyjnym zb, po k zmianach stanów tego procesu. 
Warunkowa funkcja niezawodności systemu wielostanowego jest zdefiniowana wektorem 
 

      
)()],([ b

kt R  = [1, ,)]1,([ )(b
ktR ..., ])],([ )(b

kztR , 

 

o składowych 

 

      
)()],([ b

kutR ))(,)()](([ )( ktNztZtuTP b
b
k  , t0,), 

 
gdzie 

)()]([ b
kuT , u = 1,2,...,z, b = 1,2,...,, k = 0,1,… , jest zmienną losową reprezentującą czas 

przebywania systemu w podzbiorze stanów },...,1,{ zuu  , podczas gdy proces eksploatacji 
Z(t) systemu znajduje się w stanie eksploatacyjnym zb, po k zmianach stanów tego procesu. 
Bezwarunkowa funkcja niezawodności systemu określona jest wektorem 
 

       R(t,) = [1, R(t,1),..., R(t,z)], t0,), 

 

o składowych 

      
k

k

utktNPut ]),()[)((),(
0






 RR  


 










0

)(

1

]),([))((
k

b
k

v

b

b utpktNP R , u = 1,2,...,z,  

 
gdzie P(N(t) = k) jest rozkładem bezwarunkowej liczby N(t) zmian stanów procesu 
eksploatacyjnego do chwili t. 
Uogólnieniem tych wyników i rozszerzeniem możliwości ich stosowania jest przyjęcie 

założenia, że bezwarunkowe funkcje niezawodności systemu są nadal kawałkami-

wykładnicze (starzenie się), natomiast intensywności wyjścia elementów systemu z 

poszczególnych stanów niezawodności zależą od "przeszłości", w tym sensie, że zależą od 

liczby  

 

      k, k = 0,1,…  

 

zmian stanów procesu eksploatacyjnego w danej chwili czasu. W pracy "pamięć" 

elementów wyrażona jest we wzorze na intensywności ich starzenia się 
 

      ,
1

12
)]([)]([ )()(





k

k
uu b

i
b
ki    
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gdzie "pamięć" elementów systemu jest wyrażona poprzez wprowadzenie współczynników 

1

12





k

k
, k = 0,1,… . Wtedy dla k = 0,1,… , intensywności wyjścia z podzbioru stanów 

niezawodnościowych {u,u + 1,…,z} są pomnożone odpowiednio przez 1, ,
2

3
,
3

5
... . 

 
3.3. Ocena niezawodności portowego systemu transportu zboża – kontynuacja 
 

Bezwarunkowa wielostanowa funkcja niezawodności elementów portowego systemu 

transportu zboża określona jest wektorem 
 

      
)()( )],([ b

kij tR 
= [1,

)()( )]1,([ b
kij tR 

,
)()( )]2,([ b

kij tR 
], 

 

o składowych  

 

      ],
1

12
)]([exp[)],([ )()()()( t

k

k
uutR b

ij
b
kij 




    k = 0,1,…, 

      i = 1,2,...,k
(b)

, j = 1,2,..., ,)(bil  u = 1,2,  = 1,2,3,4, b = 1,2,3,  

 

zmiennych w różnych stanach eksploatacyjnych zb, b = 1,2,3, gdzie k, k = 0,1,… , jest liczbą 

zmian stanów procesu eksploatacyjnego. 

Bezwarunkowa wielostanowa funkcja niezawodności portowego systemu transportu zboża w 

przypadku, gdy czas eksploatacji systemu jest dostatecznie duży, ma postać 

 

      R(t,) = [1, R(t,1), R(t,2)], t0,),  

 

o składowych  

 

      R(t,u)   















3

1 0

)()]1,()[)((
b k

b
kbb tktNPp R  

 

                 





0

)1(
1 )],()[)((

32

17

k

kutktNP R  





0

)2(
2 )],()[)((

64

7

k

kutktNP R  

 

                 





0

)3(
3 )],()[)((

64

23

k

kutktNP R  

 

                  



10

0

)1()1(
1

)(
1 )],([)()(

32

17

k

k
kk uttt R   




10

0

)2()1(
2

)(
2 )],([)()(

64

7

k

k
kk uttt R  

 

                  



10

0

)3()1(
3

)(
3 )],([)()(

64

23

k

k
kk uttt R , 

 

gdzie rozkład P(Nb(t) = k) jest rozkładem warunkowej liczby Nb(t) zmian stanów procesu 

eksploatacyjnego do chwili t. 
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       Rys. 8. Wykres funkcji niezawodności R(t,) portowego systemu transportu zboża  

 

Bezwarunkowe wartości oczekiwane i odchylenia standardowe czasów przebywania systemu 

transportu zboża w podzbiorach stanów niezawodnościowych wynoszą  

 

    µ(1) = 
32

17
·0.0810 + 

64

7
·0.0840 + 

64

23
·0.0601  0.0738 roku  27dni, 

 

    σ(1)  0.0560 roku  21 dni;   

 

    µ(2) = 
32

17
·0.0690 + 

64

7
·0.0715 + 

64

23
·0.0490  0.0621 roku  23dni, 

 

    σ(2)  0.0472 roku  17 dni.  

 
Chwila, kiedy ryzyko przekroczy poziom krytyczny  = 0.05 wynosi  
 
       = r

1
()  0.0066 roku  2.40 dni. 

 

0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35

0.2

0.4

0.6

0.8

1

 

Rys. 9. Wykres funkcji ryzyka r(t) portowego systemu transportu zboża 

t [lata] 

R
(t

,u
) 

R(t,0) = 1 

R(t,1) 

R(t,2) 

t [lata] 

r(t) 
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Bezwarunkowe wartości oczekiwane czasów przebywania systemu w podzbiorach stanów 

niezawodnościowych wynoszą: 

- bez uwzględniania "pamięci": 

 

      µ(1)  27.16 dni,  µ(2)  22.78 dni, 
 

- uwzględniając zależność od "przeszłości": 

 

      µ(1)  26.94 dni,  µ(2)  22.67 dni, 

 

natomiast w poszczególnych stanach niezawodnościowych: 

- bez uwzględniania "pamięci": 

 

      )1(   4.38 dni,  )2(   22.78 dni, 
 

- uwzględniając zależność od "przeszłości": 

 

      )1(   4.27 dni,  )2(   22.67 dni. 

 

4. Niezawodność wykładniczego systemu złożonego – podejście Monte Carlo 
4.1. Generowanie procesu eksploatacji systemu 
 

Generowanie procesu eksploatacji systemu następuje zgodnie z procedurami zawartymi w 

rozdziale 2.2.1. Zanim jednak zostanie wygenerowana kolejna realizacja bl, b,l  {1,2,...,}, 

b  l, warunkowego czasu bl przebywania procesu eksploatacji systemu Z(t) w stanie zb, przy 

warunku, że następne przejście nastąpi do stanu zl, wprowadzamy parametr k, k  , 

odpowiadający liczbie zmian stanów procesu eksploatacji Z(t). 

 
4.2. Generowanie procesu zmian stanów niezawodnościowych systemu  

          w poszczególnych stanach eksploatacyjnych 
 

W przypadku rozkładu wykładniczego 

 

      ],)]([exp[1)],([ )()( fuufF b
ki

b
ki   i = 1,2,...,ξ, u = 1,2,...,z, b  {1,2,...,}, k = 0,1,... , 

 
realizacje warunkowych czasów zdatności elementu systemu przyjmują następującą formę 
 

      ],1ln[
)]([

1
])]([[

)(

)( f
u

ut
b
ki

b
ki 


   ξ = 1,2,...,Ξ, 

 
gdzie ,)]([ )(b

ki u  są intensywnościami wyjścia elementów systemu z podzbiorów stanów 
niezawodnościowych {u,u + 1,...,z}, natomiast f jest losowo generowaną liczbą z rozkładu 
równomiernego na przedziale 0,1). 

 
4.3. Ocena niezawodności portowego systemu transportu zboża  
 

Realizacje [t(u)]ξ, ξ = 1,2,...,Ξ, u = 1,2, czasów zdatności systemu są przedstawione w formie 

histogramów na Rysunku 10. 
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Rys. 10. Wykres realizacji histogramu zmiennej losowej T(u)  

portowego systemu transportu zboża 

 

Bezwarunkowe wartości oczekiwane czasów przebywania systemu w podzbiorach stanów 

niezawodnościowych wynoszą  
 

- bez  uwzględniania "pamięci": 

 

      µs(1)  24.46 dni, 

      µs(2)  20.48 dni; 

 

- uwzględniając zależność od "przeszłości": 

 

      µs(1)  24.35 dni, 

      µs(2)  20.40 dni, 

 

 

 
Bezwarunkowe wartości średnie czasów przebywania systemu w poszczególnych stanach 

niezawodnościowych wynoszą 

 

- bez uwzględniania "pamięci": 

 

      )1(s   3.98 dni, 

      )2(s   20.48 dni; 

 

 

- uwzględniając zależność od "przeszłości": 

 

      )1(s   3.942 dni, 

      )2(s   20.4035 dni. 

 

Bezwarunkowe wartości oczekiwane czasów przebywania systemu w podzbiorach stanów 

niezawodnościowych otrzymane metodą analityczną w Rozdziale 3 wynoszą: 

 

      µ(1)  26.9370 dni,  µ(2)  22.6665 dni, 
 

natomiast w poszczególnych stanach niezawodnościowych wynoszą: 

 

      )1(   4.2705 dni,  )2(   22.6665 dni. 
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5. Niezawodność dowolnego systemu złożonego  
5.1. Niezawodność dowolnego systemu złożonego – dyskusja nad możliwością 

podejścia analitycznego 

5.1.1. Proces eksploatacji systemu 
 

Lemat 1. Jeśli rozkłady czasów bl są wykładnicze 

 

      Hbl(t) = 1 – exp[–αblt], t0,), b,l = 1,2,…,ν, b ≠ l, 

 

wtedy czasy b mają rozkłady  

 

      Hb(t) = 



v

l

blbl tp
1

],exp[1    

 

o wartości oczekiwanej i odchyleniu standardowym 

 

      Mb = 


v

l bl

blp

1

,


           

 

      Db =
 

.2

2

11
2 








 



v

l bl

bl
v

l bl

bl pp


 

 

Ponadto czasy  )(
b  mają średnie i odchylenia standardowe 

 

      M )(
b  = ω Mb,      

 

      D )(
b  =  ·Db, ω = 1,2,... ,  

 

dla każdego ustalonego b, b = 1,2,...,ν. 

 

Lemat 2. Jeśli rozkłady czasów bl są normalne 
 

      Hbl(t) = 
 

,
2

exp
2

1

0

2

2

 






 


t

bl

bl

bl

dt
D

Mt

D 
 t0,),  

 

to średnie i odchylenia standardowe czasów  )(
b  są następujące 

 

      M )(
b  = ω Mb,      

 

      D )(
b  =  ·Db, ω = 1,2,... ,  

 

gdzie  

 

      Mb = ,
1




v

l

blblMp  
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      Db =

2

1

22

1

)( 







 



v

l

blblblbl

v

l

bl MpDMp

 
 

dla każdego ustalonego b, b = 1,2,...,ν. 

 

Lemat 3. Jeśli rozkłady czasów bl pracy systemu są równomierne z parametrami xbl, ybl 
 

      Hbl(t) = 
blbl

bl

xy

xt




, t  xbl, ybl, 

 

to średnie i odchylenia standardowe czasów  )(
b  są następujące 

 

      M )(
b  = ω Mb,     

 

       D )(
b  =  ·Db, ω = 1,2,... , 

 

gdzie  

 

      Mb = ,
211







v

l

blbl
bl

v

l

blbl

yx
pMp  

 

Db =

2

11

22

23 






 






blbl

l

bl

l

blblblbl
bl

yx
p

yyxx
p



. 

 

dla każdego ustalonego b, b = 1,2,...,ν. 

 
5.1.2. Niezawodność dowolnego systemu złożonego 
 

Niestety, nie jest możliwe uzyskanie wyników niezawodnościowych dla wielostanowych 

systemów w przypadku, gdy funkcje niezawodnościowe ich elementów nie są wykładnicze. 

Wynika stąd, że główny rezultat jest ważny tylko w przypadku założenia wykładniczości 

funkcji niezawodnościowych elementów systemu. 

Konstrukcja ogólnego modelu analitycznego do wyznaczania niezawodności złożonych 

systemów, łączącego model ich procesów eksploatacyjnych oraz model niezawodnościowy, 

jest możliwa dla dowolnych rozkładów czasów przebywania procesów eksploatacyjnych w 

poszczególnych stanach, tj. dla dowolnego modelu procesu eksploatacyjnego zakładając 

kawałkami wykładnicze funkcje niezawodnościowe elementów systemu w jego 

poszczególnych stanach eksploatacyjnych, a więc tylko dla jednego konkretnego modelu 

niezawodnościowego systemu. Fakt ten, w ogólnym przypadku, wiąże się z koniecznością 

zastosowania metody symulacji Monte Carlo, przy założeniu, że czasy przebywania 

procesów eksploatacyjnych w poszczególnych stanach mają dowolne rozkłady oraz 

warunkowe funkcje niezawodności elementów systemów również są dowolne, tj. dla 

każdego modelu procesu eksploatacyjnego i dla każdego modelu niezawodnościowego 

systemu. 

 

5.2. Niezawodność nie-wykładniczego systemu złożonego – podejście 

symulacyjne Monte Carlo 
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Po ustaleniu początkowego stanu eksploatacyjnego zb oraz stanu następnego zl, losowe 
warunkowe czasy bl, b,l  {1,2,...,}, b  l, procesu eksploatacji systemu Z(t) generowane są 
korzystając z dystrybuant Hbl(t), b,l  {1,2,...,}, b  l, t0,).  
W przypadku rozkładu wykładniczego 
 

      Hbl(t) = 1 – exp[ – αblt], 
 

używając metody odwracania dystrybuanty, otrzymujemy 
 

      ],1ln[
1

h
bl

bl 


  b,l  {1,2,...,}, b  l. 

 

gdzie h jest losowo generowaną liczbą z rozkładu równomiernego na przedziale 0,1). 
W przypadku rozkładu normalnego o parametrach mbl, σbl 

 

      Hbl(t) = 









 


t

bl

bl

bl

dt
mt
2

2

2

)(
exp

2

1


,  

 

używając metody Boxa-Mullera, otrzymujemy 

 

      bl = sin(2πh2) ,]1ln[2 1h  b,l  {1,2,...,}, b  l, 

 

gdzie h1, h2 są losowo generowanymi liczbami z rozkładu równomiernego na przedziale 0,1). 

W przypadku rozkładu równomiernego o parametrach xbl, ybl 

 

      Hbl(t) = 
blbl

bl

xy

xt




, t  xbl, ybl, 

 

używając metody odwracania dystrybuanty, otrzymujemy 

 

      bl =  h(ybl – xbl) + xbl, b,l  {1,2,...,}, b  l, 

 

gdzie h jest losowo generowaną liczbą z rozkładu równomiernego na przedziale 0,1). 

 
5.2.1. Ogólna procedura symulacji Monte Carlo zastosowana do określania  

          charakterystyk niezawodnościowych dowolnego złożonego systemu 
 

Superpozycja generowania procesu eksploatacji systemu technicznego i generowania jego 

procesu zmian stanów niezawodnościowych pozwala na skonstruowanie ogólnej łącznej 

procedury symulacji Monte Carlo dla oceny niezawodności rozpatrywanego złożonego 

systemu w zmiennych warunkach eksploatacyjnych. 
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Rys. 11. Ogólny schemat blokowy algorytmu Monte Carlo do oceny niezawodności systemu 
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5.3. Analiza niezawodności wybranych dwustanowych systemów złożonych o 

różnych parametrach eksploatacji i niezawodności 
 

Tabela 2. Przykładowe warunkowe dystrybuanty czasów bl. 
 

Przypadek Nazwa 

rozkładu 
Dystrybuanta Parametry 

O1 
Rozkład 

wykładniczy 

]exp[1)( ttH blbl  , 

),,0 t 2,1, lb  

,29012   
7121   

O2 
Rozkład 

normalny 

)()( ),( tFtH
blblmNbl  , 

),,0 t 2,1, lb  

,29012 m ,1012   
,7121 m 521   

O3 
Rozkład 

równomierny 
blbl

bl
bl

xy

xt
tH




)( , 

,, blbl yxt 2,1, lb  

,27012 x  

,30512 y  

,6221 x  8012 y  

O4 
Rozkład 

równomierny 
blbl

bl
bl

ab

at
tH




)( , 

,, blbl yxt 2,1, lb  

,012 x  ,57512 y  

,021 x  14212 y  

 
Tabela 3. Przykładowe warunkowe funkcje niezawodności. 
 

Przyp

adek 

Nazwa 

rozkładu 

Funkcje 

niezawodności 
Parametry 

1R  
Rozkład 

wykładniczy 

],exp[)(
)()(
ttR

b
k

b
k   

),,0 t 2,1, lb , 

.,...2,1,0k  

,
1

12
00206667.0)1(






k

k
k  

1

12
00144001.0)2(






k

k
k  

2R  
Rozkład 

Weibulla  

],exp[)(
)(

)()(
b
kttR b

k
b
k




),,0 t 2,1, lb , 

.,...2,1,0k  

,
1

12
00000335.0

2

)1(














k

k
k

,
1

12
00000163.0

2

)2(














k

k
k

2)2()1(  kk   

 
Tabela 4. Średnie oraz odchylenia standardowe czasów zdatności systemu. 
 

Przypadek Średnia [dni] Odchylenie standardowe [dni] 

1O  oraz 1R  T 350.912  308.114 

2O  oraz 1R  T 355,432  305.037 

3O  oraz 1R  T 355.502  305.786 

4O oraz 1R  T 353.673  306.396 

1O  oraz 2R  T 541.649  355,998 

2O  oraz 2R  T 569.715  403.316 

3O  oraz 2R  T 568.648  402.084 

4O oraz 2R  T 532.467  349.989 
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6. Podsumowanie 

 
   W pracy przedstawione zostały metoda analityczna oraz oparta na niej metoda symulacji 

Monte Carlo służące do oceny niezawodności starzejących się systemów złożonych. 

Następnie metoda analityczna została uogólniona na starzejące się złożone systemy, których 

elementy nie muszą charakteryzować się brakiem pamięci. Na podstawie tej metody 

zbudowane zostały ogólna procedura i schemat blokowy służące do oceny niezawodności 

takich systemów metodą Monte Carlo. 

   Ponadto zbudowany został najbardziej ogólny algorytm pozwalający oceniać niezawodność 

starzejących się systemów złożonych, których procesy eksploatacyjne opisane są dowolnymi 

rozkładami czasów przebywania w stanach eksploatacyjnych, natomiast dowolne funkcje 

niezawodności ich elementów są zmodyfikowane w ten sposób, że elementy te nie 

charakteryzują się „brakiem pamięci”. Zastosowanie tego algorytmu zostało zilustrowane 

wynikami dla wybranych złożonych systemów dwustanowych. Wszystkie obliczenia 

przeprowadzone w pracy wykonane zostały za pomocą własnych programów komputerowych 

opartych o zaproponowane procedury i algorytmy. 

   Dalsze rozszerzenie możliwości zastosowań uzyskanych wyników można przeprowadzić 

poprzez poszerzenie klasy rozkładów warunkowych czasów przebywania procesu 

eksploatacji w stanach eksploatacyjnych oraz rodzajów funkcji niezawodności elementów 

systemów, ale także poprzez wprowadzenie w funkcjach niezawodności elementów innych 

procedur uwzględniających "pamięć". 
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