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30.04.2002

Politechnika Lubelska, Wydziaª Zarz¡dzania i Podstaw Techniki,

Katedra Bada« Operacyjnych, stanowisko: asystent

01.05.2002 �

30.04.2003

Politechnika Lubelska, Wydziaª Zarz¡dzania i Podstaw Techniki,

Katedra Organizacji Przedsi¦biorstwa, stanowisko: asystent

01.05.2003 �

30.11.2003

Politechnika Lubelska, Wydziaª Zarz¡dzania i Podstaw Techniki,

Katedra Organizacji Przedsi¦biorstwa, stanowisko: adiunkt

01.12.2003 �

27.12.2007

Politechnika Lubelska, Wydziaª Zarz¡dzania i Podstaw Techniki,

Katedra Metod Ilo±ciowych w Zarz¡dzaniu, stanowisko: adiunkt

28.12.2007 � Politechnika Lubelska, Wydziaª Zarz¡dzania,

Katedra Metod Ilo±ciowych w Zarz¡dzaniu, stanowisko: adiunkt

3 Podstawowe osi¡gni¦cie naukowe

Jako osi¡gni¦cie naukowe, o którym mowa w art. 16 ust. 2 ustawy z dnia 14

marca 2003 r. o stopniach naukowych i tytule naukowym oraz o stopniach i tytule

w zakresie sztuki wskazuj¦ jednotematyczny cykl publikacji pod tytuªem:

Optymalne sterowanie dyskretnymi
systemami stochastycznymi

3.1 Publikacje wchodz¡ce w skªad osi¡gni¦cia

Wybrane publikacje wchodz¡ce w skªad jednotematycznego cyklu publikacji:

[O1 ] Kozªowski E.(100%), Optymalne sterowanie dyskretnymi systemami stocha-
stycznymi, Politechnika Lubelska, Lublin 2018, ISBN: 978-83-7947-316-8;
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MNiSW: 25p.
Wkªad wªasny w powstanie tej publikacji szacuj¦ na 100%. Obejmowaª on wszyst-

kie etapy powstania monagra�i, w szczególno±ci: a) opracowanie koncepcji i ukªadu

pracy; b) omówienie problematyki optymalnego sterowania dyskretnymi systemami

stochastycznymi oraz sposoby rozwi¡zywania zada«; c) projektowanie i implementa-

cja algorytmów wyznaczenia optymalnych sterowa« oraz wyprowadzenie wyników;

d) analiz¦ i interpretacj¦ wyników; e) przygotowanie publikacji do druku.

[O2 ] Banek T.(30%), Kozªowski E.(70%), Adaptive control of system entropy,
"Control and Cybernetics", 2006 vol. 35(2), p. 279�289; IF: 0.202;
MNiSW: 15p.
Wkªad wªasny w powstanie tej publikacji szacuj¦ na 70%. Obejmowaª on wszystkie

etapy powstania pracy, w szczególno±ci: a) omówienie problematyki oraz sformuªo-

wanie celu bada« - 60%; b) opracowanie koncepcji i ukªadu pracy - 70%; c) projekto-

wanie algorytmu - 80%; d) analiz¦ i interpretacj¦ wyników - 70%; e) przygotowanie

publikacji do druku - 70%.

[O3 ] Banek T.(40%), Kozªowski E.(60%), Active and passive learning in con-
trol processes application of the entropy concept, "Systems Science", 2005 vol.
31(2), p. 29�44; MNiSW: 6p.
Wkªad wªasny w powstanie tej publikacji szacuj¦ na 60%. Obejmowaª on wszystkie

etapy powstania pracy, w szczególno±ci: a) omówienie problematyki oraz sformuªo-

wanie celu bada« - 50%; b) opracowanie koncepcji i ukªadu pracy - 50%; c) projekto-

wanie algorytmów - 80%; d) analiz¦ i interpretacj¦ wyników - 60%; e) przygotowanie

publikacji do druku - 60%.

[O4 ] Banek T.(30%), Kozªowski E.(70%), Active learning in discrete time stocha-
stic systems, [In:] Knowledge-Based Intelligent System Advancements: Syste-
mic and Cybernetic Approaches, ed. by Jozefczyk J., Orski D., Information
Science References, New York 2011, p. 350�371; MNiSW: 5p.
Wkªad wªasny w powstanie tej publikacji szacuj¦ na 70%. Obejmowaª on wszystkie

etapy powstania pracy, w szczególno±ci: a) omówienie problematyki oraz sformuªo-

wanie celu bada« - 60%; b) opracowanie koncepcji i ukªadu pracy - 70%; c) projekto-

wanie algorytmu - 80%; d) analiz¦ i interpretacj¦ wyników - 70%; e) przygotowanie

publikacji do druku - 70%.

[O5 ] Kozªowski E.(100%), Stabilization of linear system in random horizon via con-
trol, "Control and Cybernetics", 2013 vol. 42(2), p. 527�541;
MNiSW: 10p.
Wkªad wªasny w powstanie tej publikacji szacuj¦ na 100%. Obejmowaª on wszystkie
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etapy powstania pracy, w szczególno±ci: a) opracowanie koncepcji i ukªadu pracy;

b) omówienie problematyki stabilizacji systemów stochastycznych poprzez sterowa-

nie oraz sposoby rozwi¡zywania zada«; c) projektowanie i implementacja algorytmu

wyznaczenia optymalnych sterowa«; d) analiz¦ i interpretacj¦ wyników; e) przygo-

towanie publikacji do druku.

[O6 ] Kozªowski E.(100%), Optimal route determining for LQ problem with opti-
mally stopped horizon, [In:] Proceedings of 20th International Conference on
Methods and Models in Automation and Robotics, MMAR 2015, Mi¦dzyzdroje,
24-27 August 2015, p. 553�557; MNiSW: 15p.
Wkªad wªasny w powstanie tej publikacji szacuj¦ na 100%. Obejmowaª on wszystkie

etapy powstania pracy, w szczególno±ci: a) opracowanie koncepcji i ukªadu pracy;

b) omówienie problematyki optymalnego sterowania dyskretnymi systemami stocha-

stycznymi oraz postawienie zadania zast¦pczego; c) projektowanie i implementa-

cja algorytmów wyznaczenia optymalnej trajektorii oraz wyprowadzenie wyników;

d) analiz¦ i interpretacj¦ wyników; e) przygotowanie publikacji do druku.

[O7 ] Kozªowski E.(100%), Optimal stopping of controlled linear stochastic systems,
[In:] Proceedings of 21th International Conference on Methods and Models in
Automation and Robotics, MMAR 2016, Mi¦dzyzdroje, 29 Aug.-1 Sept. 2016,
p. 272�277; MNiSW: 15p.
Wkªad wªasny w powstanie tej publikacji szacuj¦ na 100%. Obejmowaª on wszystkie

etapy powstania pracy, w szczególno±ci: a) opracowanie koncepcji i ukªadu pracy;

b) omówienie problematyki optymalnego zatrzymania systemów stochastycznych

oraz sposoby rozwi¡zywania zadania; c) projektowanie i implementacja algorytmów

wyznaczenia optymalnych sterowa« oraz momentu zatrzymania; d) analiz¦ i inter-

pretacj¦ wyników; e) przygotowanie publikacji do druku.

[O8 ] Kozªowski E.(100%), Optimal stopping areas for discrete time linear quadratic
control problem, [In:] Proceedings of 22th International Conference on Methods
and Models in Automation and Robotics, MMAR 2017, Mi¦dzyzdroje, 28-31
August 2017, p. 503�507; MNiSW: 15p.
Wkªad wªasny w powstanie tej publikacji szacuj¦ na 100%. Obejmowaª on wszystkie

etapy powstania pracy, w szczególno±ci: a) opracowanie koncepcji i ukªadu pracy;

b) omówienie problematyki optymalnego zatrzymania sterowanych systemów sto-

chastycznych oraz sposoby rozwi¡zywania zada«; c) projektowanie i implementacja

algorytmów wyznaczenia zbiorów optymalnego zatrzymania; d) analiz¦ i interpreta-

cj¦ wyników; e) przygotowanie publikacji do druku.
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3.2 Cel naukowy

Teoria sterowania jest to nauka o zasadach i metodach sterowania syste-

mami (obiektami, urz¡dzeniami, procesami). Zadania z teorii sterowania polegaj¡

na analizie i modelowaniu matematycznym systemów oraz wyznaczeniu sterowa« dla

realizacji okre±lonego celu. W wielu przypadkach na zachowanie systemów wpªywaj¡

czynniki losowe. Powoduj¡ one niemo»liwo±¢ dokªadnego przewidywania reakcji sys-

temu na dziaªania steruj¡ce.

Niech (Ω,F , P ) b¦dzie zupeªn¡ przestrzeni¡ probabilistyczn¡, U ⊂ Rl (lub

U ⊂ Cl), l ∈ N b¦dzie zbiorem dopuszczalnych sterowa«, natomiast Y ⊂ Rn (lub

Y ⊂ Cn), n ∈ N � przestrzeni¡ stanów (sygnaªów wyj±ciowych).

De�nicja 3.1 Sterowany system stochastyczny jest to system, w którym sygnaªowi

wej±ciowemu u ∈ U odpowiada wektor losowy y : Ω × U → Y o rozkªadzie prawdo-

podobie«stwa Py w przestrzeni mierzalnej sygnaªów wyj±ciowych (Y ,B).

De�nicja 3.2 Dyskretnym sterowanym systemem stochastycznym nazywamy proces

stochastyczny {yt}t∈T z czasem dyskretnym, gdzie yt
def
= f (t, ut−s, ω) dla ka»dego

momentu decyzyjnego t ∈ T , natomiast s ∈ R+ oznacza czas odpowiedzi systemu

na sygnaª wej±ciowy ut−s.

Ci¡g sterowa« {ut}t∈T nazywamy regulatorem. Przy ustalonym ω ∈ Ω oraz

ustalonym regulatorze {ut}t∈T ci¡g wektorów {yt (ω)}t∈T o warto±ciach w przestrzeni

stanów nazywamy realizacj¡ (trajektori¡) systemu stochastycznego. W wielu przy-

padkach zakªada si¦, »e odst¦py pomi¦dzy momentami, w których obserwujemy

system, s¡ jednakowe ti+1 − ti = s > 0 dla i ∈ N0 (stany systemu s¡ obserwowane

w momentach 0, s, 2s, 3s, ...). Dla uproszczenia przyjmujemy s = 1. Jako zbiór

momentów decyzyjnych przyjmujemy T = N0 lub T = {0, 1, ..., N} ⊂ N0.

Gªównym celem teorii sterowania jest wyznaczenie regulatora {ut}t∈T , który
speªnia okre±lone wªasno±ci. W teorii optymalnego sterowania zadanie polega na

wyznaczeniu ci¡gu sterowa« {u∗t}t∈T , dla którego wska¹nik jako±ci osi¡ga warto±¢

najmniejsz¡ (lub najwi¦ksz¡). Wska¹nik jako±ci J
(
{yt}t∈T , {ut}t∈T

)
w wielu przy-

padkach zale»y od stanów systemu i sterowa«. Odpowiednie modelowanie systemów
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stochastycznych oraz optymalne sterowanie nimi jest du»ym wyzwaniem dla na-

ukowców, analityków, in»ynierów.

Zachowanie ka»dego systemu, którym sterujemy, zale»y równie» od parame-

trów. Steruj¡c systemem stochastycznym, nie zawsze posiadamy informacj¦ o war-

to±ciach tych parametrów. Je»eli parametry s¡ znane steruj¡cemu, to mamy do czy-

nienia z kompletn¡ informacj¡ o systemie. Je»eli parametry systemu nie s¡ znane,

to w trakcie realizacji gªównego celu sterowania dodatkowo nale»y wzbogaci¢ wiedz¦

o funkcjonowaniu systemu. Gromadzenie wiedzy o parametrach umo»liwia dokªad-

niejsze sterowanie systemem. Zgodnie z powy»szym sterownie systemem stocha-

stycznym z nieznanymi parametrami ma podwójne zadanie: z jednej strony dziaªanie

systemu polega na gromadzeniu wiedzy o parametrach, z drugiej za± na optymalnej

realizacji celu.

De�nicja 3.3 Sterowanie adaptacyjne jest to metoda sterowania systemami z nie-

znanymi parametrami lub parametrami zmieniaj¡cymi si¦ w czasie, podczas którego

te parametry s¡ identy�kowane (dopasowywane, dostrajane) poprzez regulator.

W przypadku sterowania adaptacyjnego stosuje si¦ metod¦ adaptacji, która

bazuje na dostrajaniu regulatora w p¦tli oraz idei dziaªania w celu samouczenia.

Identy�kacja parametrów jest dokonywana poprzez sterowanie systemem podczas

realizacji gªównego celu. Optymalne sterowanie systemem musi mie¢ dualn¡ na-

tur¦: z jednej strony powinno odpowiednio szybko umo»liwia¢ gromadzenie wiedzy

o parametrach, z drugiej za± zagwarantowa¢ realizacj¦ celu. Ze wzgl¦du na ogromne

potencjalne znaczenie dla zastosowa« praktycznych problem sterowania adaptacyj-

nego przyci¡gaª od dawna uwag¦ badaczy. Pierwsze publikacje pojawiªy sie ponad

póª wieku temu i s¡ znaczone takimi nazwiskami, jak Wiener N., Astrom K., Feld-

baum A.A., Bellman R., Kulikowski R., Fleming W.H., Rishel R., Bene² V.E.,

Karatzas I., Harris L., Zabczyk J. (patrz np. [1], [2], [9]� [12], [14], [23], [26], [29]�

[31]). Literatura przedmiotu jest ogromna, aspekty praktyczne przedstawiane s¡ w

setkach ksi¡»ek i artykuªów.

Okazuje si¦, »e nieznajomo±¢ horyzontu sterowania równie» wywiera do±¢ du»y

wpªyw na warto±¢ wska¹nika jako±ci oraz wielko±ci sterowa«. W niektórych zada-
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niach przyj¦cie ustalonego horyzontu sterowania nie prowadzi do adekwatnego mo-

delu sytuacji. Na przykªad, w zadaniach typu sel�earning, w problemach sztucznej

inteligencji, zarz¡dzaniu portfelem inwestycyjnym przyjmuje si¦, »e horyzont dzia-

ªania zale»ny jest od otrzymanych wyników. Wskazane jest, aby zatrzyma¢ proces

w pierwszym momencie uzyskania satysfakcjonuj¡cych efektów. W takiej sytuacji

oprócz wyznaczenia sterowa«, dodatkowo nale»y podj¡¢ decyzj¦ odno±nie konty-

nuacji b¡d¹ zatrzymania sterowania systemem. W innych przypadkach nie mamy

w ogóle »adnego wpªywu na horyzont sterowania. Przykªadowo, czas "»ycia" pro-

duktu, czas bezawaryjnej pracy urz¡dzenia technicznego, czy te» liczba strat ponie-

sionych w procesie produkcji nie jest znana odgórnie. Powstaje pytanie: jak sterowa¢

systemem, je»eli horyzont nie jest sprecyzowany (dokªadnie okre±lony).

Cykl publikacji, które wchodz¡ w skªad osi¡gni¦cia naukowego, przedstawia

matematyczne aspekty dotycz¡ce wyznaczenia optymalnego sterowania systemami

stochastycznymi z czasem dyskretnym. W ramach osi¡gni¦cia:

• pokazano ró»nice pomi¦dzy sterowaniami w warunkach peªnej i niepeªnej

informacji o parametrach systemu;

• przedstawiono ró»nice i podobie«stwa pomi¦dzy aktywnym i pasywnym ucze-

niem si¦ systemu;

• przeanalizowano wpªyw horyzontu sterowania na wska¹nik jako±ci;

• przedstawiono rozwi¡zania zadania optymalnego sterowania systemem stocha-

stycznym dla przypadku, gdy horyzont sterowania jest losowy oraz nie zale»y

od stanów systemu;

• zaprezentowano dwa sposoby rozwi¡zania zadania optymalnego zatrzymania

dla sterowanych systemów stochastycznych. Jeden ze sposobów polega na

rozszerzeniu wektora sterowa« o dodatkow¡ zmienn¡ decyzyjn¡ dotycz¡c¡ za-

trzymania systemu (problem stopowania przy pomocy sterowania), drugi za±

na zastosowaniu optymalnych zasad zatrzymania procesów losowych;

• zaproponowano zast¡pienie problemu wyznaczenia optymalnego sterowania

problemem wyznaczenia optymalnej trajektorii (uporz¡dkowany ci¡g optymal-

nych stanów systemu) dla systemu sterowanego, gdzie poprzez na±ladowanie
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stanów system realizuje gªówny cel sterowania;

• dla ka»dego z omówionych problemów podano efektywne rozwi¡zania w postaci

twierdze« oraz dodatkowo przedstawiono algorytmy wyznaczenia optymalnych

sterowa« (optymalnej trajektorii).

3.3 Optymalne sterowanie systemami stochastycznymi

z czasem dyskretnym

Na przestrzeni probabilistycznej (Ω,F , P ) de�niujemy ci¡g {wi}1≤i≤N nieza-

le»nych wektorów losowych wi : Ω → Rm o rozkªadzie normalnym N (0̄, Im), gdzie

0̄ ∈ Rm jest wektorem zerowym, natomiast Im ∈ Rm×m� macierz¡ jednostkow¡.

Niech ξ : Ω→ Rk b¦dzie wektorem losowym o rozkªadzie a priori P (dξ), natomiast

y0 : Ω → Rn � stanem pocz¡tkowym o rozkªadzie P (dy0). Zakªadamy stocha-

styczn¡ niezale»no±¢ wszystkich wymienionych obiektów. De�niujemy niemalej¡ce

rodziny σ−ciaª {Fi}0≤i≤N i
{
F ξi
}

0≤i≤N
, gdzie Fi = σ {y0} ∨ σ {ws : s = 1, 2, ..., i},

F ξi = Fi ∨ σ {ξ} oraz przyjmujemy F = F ξN . Zakªadamy, »e system stochastyczny

jest okre±lony za pomoc¡ równania stanu

yi+1 = f(ξ, yi, ui) + σ(ξ, yi)wi+1, (1)

gdzie i = 0, ..., N − 1, yi ∈ Rn, f : Rk× Rn × Rl −→ Rn oraz σ : Rk× Rn −→
M (n,m), gdzie M (n,m) jest zbiorem macierzy o n− wierszach i k− kolumnach.

Wektor ui ∈ Rl, 0 ≤ i ≤ N−1 mierzalny wzgl¦dem σ-ciaªa Fi nazywamy dzia-

ªaniem steruj¡cym. Dla ustalonego horyzontu czasowego N steruj¡c systemem (1)

w momentach i = 0, 1, ..., N −1 podejmujemy ci¡g dziaªa« steruj¡cych {ui}0≤i≤N−1,
który nazywamy sterowaniem dopuszczalnym. Klas¦ sterowa« dopuszczalnych ozna-

czamy przez U .

Aby sformuªowa¢ cel sterowania de�niujemy funkcj¦ strat

g : Rn × Rl −→ R oraz funkcj¦ dziedziczenia h : Rn −→ R. Zakªadamy, »e g (y, u)

oraz h (y) sa ci¡gªe i ograniczone. Wska¹nik jako±ci de�niujemy jako sum¦ strat

w chwilach j = 0, 1, ..., N − 1 oraz dziedziczenia na ko«cu horyzontu czasowego N .
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Funkcja celu reprezentuje strat¦ caªkowit¡ oraz jest dana wzorem

JN (u) = E

(
N−1∑
i=0

g(yi, ui) + h(yN)

)
. (2)

Problem optymalnego sterowania adaptacyjnego systemem stochastycznym (1) po-

lega na minimalizacji strat caªkowitych. Aby wyznaczy¢ optymalne sterowanie sys-

temem (1) nale»y rozwi¡za¢ zadanie

inf
u∈U

JN (u) , (3)

tzn. nale»y wyznaczy¢ takie sterowanie dopuszczalne u∗ =
(
u∗0, ..., u

∗
N−1
)
, dla któ-

rego in�mum jest osi¡gni¦te.

Do rozwi¡zania zadania (3) wykorzystano podej±cie R.Rishela (patrz np. [26]).

Dla systemów (1) z niepeªn¡ informacj¡ o parametrach dodatkowo wykorzystano

zagadnienie �ltracji, które polega na oszacowaniu warunkowego rozkªadu nieznanych

parametrów ξ (patrz np. [24], [25]).

W pracy [O1] podano twierdzenie zawieraj¡ce warunek konieczny istnienia

optymalnego sterowania w postaci twierdzenia. W pracach [O2], [5], [8], [7] przed-

stawiono rozwi¡zania zadania (3), je»eli funkcjonaª strat g () we wzorze (2) dodat-

kowo zale»y od parametrów systemu ξ (tzn. g(ξ, yj, uj)) lub zale»y od przyszªych

stanów (np. g(ξ, yj, yj+1,uj) lub g(yj, yj+1,uj)).

Do wyznaczenia optymalnych sterowa« wykorzystana zostaªa technika progra-

mowania dynamicznego. Dla dowolnego 0 ≤ j ≤ N de�niujemy funkcje Bellmana

(patrz np. [9]) w sposób nast¦puj¡cy

V N
j (ξ, y0, ..., yj) = E

(
N−1∑
i=j

g (yi, u
∗
i ) + h (yN)

∣∣∣∣∣F ξj
)
, (4)

natomiast dla momentu N przyjmujemy

V N
N (ξ, y0, ..., yN) = h(yN). (5)
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Funkcja Bellmana V N
j (ξ, y0, ..., yj) reprezentuje oczekiwane koszty sterowania i dzie-

dziczenia od momentu j do ko«ca horyzontu N dla przypadku, gdy znane s¡ para-

metry ξ ∈ Rk. Z wªasno±ci warunkowej warto±ci oczekiwanej otrzymujemy

V N
j (ξ, y0, ..., yj) = inf

uj

(
g(yj, uj) + E

(
V N
j+1(ξ, y0, ..., yj+1)

∣∣∣F ξj ))
= g(yj, u

∗
j) + E

(
V N
j+1(ξ, y0, ..., yj+1)

∣∣∣F ξj ) , (6)

gdzie u∗j oznacza sterowanie optymalne w chwili j.

Je»eli parametry ξ ∈ Rk s¡ nieznane, to wielko±¢

V̄ N
j (y0, ..., yj) = E

(
V N
j (ξ, y0, ..., yj+1) |Fj

)
= inf

uj

(
g (yj, uj) + E

(
V N
j+1(ξ, y0, ..., yj+1) |Fj

))
(7)

reprezentuje oczekiwane koszty sterowania i dziedziczenia od momentu j do ko«ca

horyzontu N .

W pracy [O1] przedstawiono równie» algorytm wyznaczenia optymalnego ste-

rowania systemem (1) dla zadania (3), który wykorzystuje funkcje Bellmana (4)-(5).

Dodatkowo podano sposób oszacowania kosztów zwi¡zanych z nieznajomo±ci¡ para-

metrów ξ. W warunkach niepeªnej informacji o systemie oczekiwany koszt realizacji

celu V̄ N
j (y0, ..., yj) (koszty sterowania i uczenia si¦ jednocze±nie) od momentu j do

momentu N jest dany wzorem (7) i zale»y bezpo±rednio od rozkªadu a priori wek-

tora losowego ξ, trajektorii y0, ..., yj, a tak»e, po±rednio, od sterowa« u0, ..., uj−1.

W przypadku peªnej informacji koszt realizacji celu V N
j (y0, ..., yj) od momentu j do

ko«ca horyzontu N jest dany wzorem (6) oraz zale»y od parametrów ξ i poªo»enia

yj. Dla dowolnego 0 ≤ j ≤ N − 1 dodatkowy koszt zwi¡zany z nieznajomo±ci¡

parametrów ξ wynosi

Cj = V̄ N
j (y0, ..., yj)− V N

j (ξ, y0, ..., yj),

natomiast koszt C0 oznacza oczekiwany caªkowity koszt uczenia si¦ podczas realizacji
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celu sterowania.

W warunkach peªnej informacji sterowanie uj, 0 ≤ j ≤ N − 1, wyznaczamy na

podstawie trajektorii (y0, ..., yj) i wektora ξ, przyjmujemy

uj
def
= uj (ξ, y0, ..., yj) . (8)

W przypadku niepeªnej informacji sterowanie adaptacyjne uj, 0 ≤ j ≤ N − 1 wy-

znaczamy na podstawie trajektorii (y0, ..., yj) i warunkowego rozkªadu P (dξ |Fj ),

wobec powy»szego przyjmujemy

ūj
def
= ūj (y0, ..., yj) . (9)

Je»eli parametry systemu nie s¡ znane, to do±¢ cz¦sto w zastosowaniach in»ynier-

skich wykorzystuje si¦ sterowanie "dostrojone". Polega ono na wykorzystaniu ste-

rowa« jak w przypadku peªnej informacji o systemie, z tym »e nieznany parametr

zast¦puje si¦ estymatorem. Ogólnie, sterowanie adaptacyjne ró»ni si¦ od sterowania

"dostrojonego", tzn. dla 0 ≤ j ≤ N − 1

ūj (y0, ..., yj) 6= uj (E (ξ |Fj ) , y0, ..., yj) .

W monogra�i [O1] pokazano, »e dla zadania liniowo-kwadratowego sterowania

adaptacyjne i "dostrojone" s¡ równe.

Temat aktywnego uczenia si¦ systemów stochastycznych dla ustalonego prze-

dziaªu czasowego zostaª szereko omówiony w pracach [O2], [O3], [O4]. W pracy [O2]

jako cel sterowania przyj¦to minimalizacj¦ entropii ª¡cznej, która jest miernikiem

niepewno±ci zachowania si¦ systemu. Natomiast w pracy [O3] pokazano ró»nice

i podobie«stwa wyst¦puj¡ce podczas aktywnego i pasywnego uczenia si¦ systemu.

Aktywne uczenie si¦ jest zwi¡zane ze sterowaniem adaptacyjnym, natomiast ucze-

nie pasywne wynika ze sterowania "dostrojonego". W [O4] przedstawiono problem

aktywnego uczenia z uwzgl¦dnieniem entropii warunkowej, dodatkowo oszacowano

przyrosty informacji o systemie w procesie uczenia.
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Wpracy [01] przedstawiono efektywne rozwi¡zania dla zadania liniowo-kwadra -

towego oraz przeanalizowano wpªyw losowego przesuni¦cia wyst¦puj¡cego w syste-

mie na wska¹nik jako±ci. Ten problem pojawia si¦, gdy sterujemy obiektem (b¡d¹

identycznymi obiektami) w ró»nych warunkach, natomiast dokªadnej informacji

o otoczeniu nie posiadamy. Rozwa»amy problem optymalnego sterowania systemem

stochastycznym o równaniu stanu

yi+1 = Ayi +Bξ − Cui + σwi+1, (10)

gdzie ξ : Ω → Rk jest wektorem losowym o rozkªadzie normalnym N (m0,Γ0),

m0 ∈ Rk, Γ0 ∈ Rk×k. Dodatkowo zakªadamy ‖A‖ < ∞, ‖B‖ < ∞, ‖C‖ < ∞,

‖σ‖ <∞, gdzie ‖·‖ oznacza norm¦ macierzy. Wska¹nik jako±ci jest dany wzorem

JN (u) = E

(
N−1∑
i=0

uTi Riui + (yN − a)T QN (yN − a)

)
, (11)

gdzie macierze Ri ∈ Rl×l dla i = 0, ..., N −1 oraz QN ∈ Rn×n s¡ dodatnio okre±lone.

Dla dowolnego j ∈ {0, 1, ..., N − 1} w warunkach peªnej informacji optymalne

sterowanie systemem (10) jest równe

u∗j = Hj

(
AN−jyj + ΛjBξ − a

)
, (12)

natomiast w warunkach niepeªnej informacji

ū∗j = Hj

(
AN−jyj + ΛjBmj − a

)
, (13)

gdzie macierze Hj i Λj s¡ dane wzorami

Hj =
(
R̄j +

(
AN−j+1C

)T
Q̄N
j+1A

N−j+1C
)−1 (

AN−j+1C
)T
QN
j+1,

Λj = I + A+ ...+ Amax(0,j−1).

Wielko±¢ mj = E (ξ |Fj ) jest najlepszym estymatorem w sensie ±redniokwadra-
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towym wektora losowego ξ, natomiast ci¡g macierzy
{
QN
j

}
0≤j≤N−1 speªnia równanie

QN
j = QN

j+1 −
(
QN
j+1

)T
AN−j−1C

×
(
R̄j +

(
AN−j−1C

)T
Q̄N
j+1A

N−j−1C
)−1 (

AN−j−1C
)T
QN
j+1, (14)

z warunkiem pocz¡tkowym QN
N = QN oraz

R̄j =
1

2

(
Rj +RT

j

)
, Q̄N

j =
1

2

(
QN
j +

(
QN
j

)T)
. (15)

Dla dowolnego j ∈ 0, 1, ..., N − 1 ró»nica oczekiwanych kosztów sterowania od

momentu j do ko«ca horyzontu N , spowodowana nieznajomo±ci¡ parametrów ξ, jest

równa

V̄ N
j (y0, ..., yj)− V N

j (E (ξ |Fj ) , y0, ..., yj) = ΨN
j ,

ΨN
j = tr

(
(ΛN−jB)T QN

j+1ΛN−jBΓj

)
, (16)

gdzie macierz I jest macierz¡ jednostkow¡ oraz Γj =
(
I + jΓ0B

T
(
σσT

)−1
B
)−1

Γ0.

Zatem w przypadku nieznajomo±ci parametrów ξ podczas realizacji celu w N kro-

kach ponosimy dodatkowy oczekiwany koszt wielko±ci ΨN
0 . Zarówno dla przypadków

peªnej i niepeªnej informacji o parametrach systemu wielko±¢

ϕN0 =
N∑
i=1

tr
((
AN−iσ

)T
QN
i A

N−iσ
)

reprezentuje oczekiwany koszt spowodowany ci¡giem zaburze« zewn¦trznych {wi}1≤i≤N
podczas sterowania systemem.

Caªkowity koszt sterowania zale»y od dªugo±ci przedziaªu czasowego. Aby

wyznaczy¢ optymalny horyzont nale»y rozwi¡za¢ zadanie czasooptymalne (patrz np.

[5], [28], [31])

inf
N∈N

inf
u∈U

JN (u) . (17)
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Rysunek 1: Koszty sterowania systemem deterministycznym oraz koszty eliminacji zabu-

rze« zewn¦trznych.

W monogra�i [O1] (przykªad 2.2) i artykule [6] zaprezentowano wpªyw ho-

ryzontu na koszty sterowania systemami deterministycznym i stochastycznym dla

zadania liniowo-kwadratowego. Dla systemu (10) przyj¦to ξ = col (0, 0). Oka-

zuje si¦, »e funkcja opisuj¡ca najmniejsze koszty sterowania systemem determini-

stycznym (macierz σ jest macierz¡ zerow¡) jest funkcj¡ nierosn¡c¡ ze wzgl¦du na

horyzont N . Na rysunku 1a przedstawione s¡ koszty sterowania systemem determi-

nistycznym V N
0 (y0) =

[
ANy0 − a

]T
QN

0

[
ANy0 − a

]
dla N = 0, 1, 2, ..., 20. W przy-

padku systemu stochastycznego dla ka»dego momentu j ∈ {0, 1, ..., N − 1} koszt

eliminacji przyszªych zaburze« zewn¦trznych {wi}j+1≤i≤N wynosi ϕNj = ϕNj+1 +

tr
[(
AN−j−1σ

)T
Qj+1A

N−j−1σ
]
z warunkiem pocz¡tkowym ϕNN = 0. Na rysunku 1b

przedstawione s¡ koszty zwi¡zane z wpªywem zaburze« zewn¦trznych ϕN0 . Ci¡g kosz-

tów sterowa«
{
ϕN0
}
1≤N≤20 jest ci¡giem niemalej¡cym. Zatem wydªu»aj¡c horyzont

sterowania N dla systemu stochastycznego ponosimy coraz wi¦ksze koszty spowodo-

wane wpªywem zaburze« zewn¦trznych. Rysunek 2a przedstawia oczekiwane koszty

sterowania V N
0 (y0) =

[
ANy0 − a

]T
QN

0

[
ANy0 − a

]
+ ϕN0 systemem stochastycznym

dla horyzontu N = 0, 1, 2, ..., 20, natomiast rysunek 2b pokazuje warto±ci V N
0 (y0)

dla N ∈ [4, 11]. W omawianym przypadku steruj¡c systemem deterministycz-
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nym nale»y ustali¢ horyzont N = 20, natomiast steruj¡c systemem stochastycznym

nale»y przyj¡¢ N = 7.

Rysunek 2: Koszty sterowania systemem stochastycznym.

3.4 Optymalne sterowanie adaptacyjne dla horyzontu

losowego niezale»nego od stanów systemu

W niektórych zadaniach optymalnego sterowania horyzont nie jest ustalony

odgórnie oraz nie zale»y od zachowania systemu, tzn. stan systemu nie ma wpªywu

na czas dziaªania, sterowania systemem (patrz np. [O1], [O5], [15], [16], [17]). Z tak¡

sytuacj¡ mamy do czynienia na przykªad w procesie produkcyjnym, gdy czas beza-

waryjnej pracy urz¡dze« nie jest znany (np. [13]). Horyzont sterowania modelujemy

za pomoc¡ zmiennej losowej, która nie zale»y od stanów systemu. Niech τ : Ω→ N0

b¦dzie zmienn¡ losow¡ o rozkªadzie dyskretnym, tzn. P (τ = k) = pk, 0 ≤ pk ≤ 1

dla k ∈ N0 oraz
∞∑
i=0

pi = 1, która oznacza horyzont sterowania systemem (1)

i nie zale»y od stanów systemu. Przyjmujemy nast¦puj¡ce oznaczenia: F τ = σ {τ},
F ξτj = F ξj ∨ σ {τ > j} oraz F τj = Fj ∨ σ {τ > j}. Je»eli τ : Ω → {0, 1, 2, ..., N},
to przyjmujemy F = F ξτN , natomiast dla przypadku τ : Ω → N0 przyjmujemy

F = lim
t→∞
F ξτt .
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Celem sterowania adaptacyjnego jest minimalizacja caªkowitych kosztów (2).

Rozwi¡zuj¡c zadanie

inf
u∈U

EJτ (u) (18)

wyznaczamy sterowanie u∗, dla którego in�mum jest osi¡gni¦te.

Je»eli horyzont sterowania zostanie zast¡piony poprzez warto±¢ [Eτ ] (gdzie [·]
oznacza cz¦±¢ caªkowit¡ z liczby rzeczywistej lub zaokr¡glenie do liczby naturalnej),

to do rozwi¡zania zadania

inf
u∈U

J [Eτ ] (u) (19)

stosujemy bezpo±rednio wyniki dotycz¡ce sterowania adaptacyjnego z ustalonym

horyzontem (patrz np. [O2] rozd. 3.2, [14], [26]). Wartym odnotowania jest fakt, »e

optymalne sterowania dla zada« (18) i (19) s¡ ró»ne.

Zbiór realizacji zmiennej losowej τ reprezentuj¡cej horyzont sterowania mo»e

by¢ sko«czony b¡d¹ przeliczalny. W pracach [O1], [O5] zadanie (18) z losowym

horyzontem zostaªo sprowadzone do zadania optymalnego sterowania z ustalonym

horyzontem, je»eli τ : Ω → {0, 1, 2, ..., N}, lub niesko«czonym horyzontem, je»eli

τ : Ω → N0. W przypadku, gdy τ : Ω → {0, 1, 2, ..., N}, to warto±¢ oczekiwana

wska¹nika jako±ci (2) jest równa

J̄N (u) = EJτ (u) = E

(
N∑
j=0

φj (yj, uj)

)
, (20)

gdzie

φj (yj, uj) = g (yj, uj)P (τ > j) + h (yj) pj, (21)

φN (yN , uN) = h (yN) pN . (22)

W pracach [O1], [O5] przedstawiono efektywne rozwi¡zanie zadania (18), po-

dano warunki konieczne optymalnego sterowania w postaci twierdze« oraz zaprezen-

towano algorytmy wyznaczenia optymalnego regulatora. Dodatkowo przedstawiono

sposób sterowania, je»eli dªugo±¢ przedziaªu, w którym oddziaªujemy na system, jest
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losowa. Je»eli horyzont sterowania jest zmienn¡ losow¡ o sko«czonej liczbie realizacji

τ : Ω→ {0, 1, ..., N}, N <∞, to rozwi¡zuj¡c zadanie (3) dla wska¹nika jako±ci (20)

wyznaczamy sterowanie optymalne u∗ =
(
u∗0, u

∗
1, ..., u

∗
N−1
)
. Natomiast bezpo±rednio

steruj¡c systemem (1) nale»y zastosowa¢ sterowanie
(
u∗0, u

∗
1, ..., u

∗
τ−1
)
⊂ u∗.

Rysunek 3 przedstawia symulacje trajektorii liniowego systemu stochastycz-

nego z kwadratowym wska¹nikiem jako±ci ([O1], przykªad 3.3), gdzie horyzont ste-

rowania jest zmienn¡ losow¡ τ : Ω → {0, 1, ..., N} o rozkªadzie dwumianowym

z prawdopodobie«stwem sukcesu s = 0.1, 0.2, ..., 1. Dla s = 1 mamy klasyczne

zadanie z ustalonym horyzontem N . Z rysunku 3 widzimy, »e system równomiernie

pokonuje ±cie»k¦ z punktu y0 do punktu a (realizacje ci¡gu {yi}0≤i≤N s¡ równomier-

nie rozªo»one na drodze od y0 do celu a). Je»eli 0 < s < 1, to system wi¦ksze odle-

gªo±ci pokonuje na pocz¡tku, a nast¦pnie jest dosterowywany do celu a. Im mniejsze

prawdopodobie«stwo sukcesu s, tym wi¦ksze s¡ nakªady energetyczne zwi¡zane ze

sterowaniem w momentach pocz¡tkowych.

Rysunek 3: Symulacje zachowa« systemu liniowego z losowym horyzontem o rozkªadzie

dwumianowym.
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W pracy [O1] zwrócono uwag¦ na istotne ró»nice w sterowaniach dla przypad-

ków z ustalonym i losowym horyzontem niezale»nym od stanów systemu. W [O1]

(patrz przykªad 3.1) zaprezentowano optymalne sterowania dla bardzo prostego sys-

temu liniowo-kwadratowego dziaªaj¡cego w ukªadzie otwartym. Okazuje si¦, »e je»eli

horyzont jest ustalony i równy N , to system (bez sprz¦»enia zwrotnego) pozostaje

w bezczynno±ci w momentach j = 0, 1, ..., N − 2, natomiast dziaªanie steruj¡ce po-

dejmujemy tylko w momencie j = N − 1. Je»eli horyzont sterowania jest losowy

(nie wiemy ile razy b¦dziemy sterowa¢ systemem), to dziaªania steruj¡ce nale»y

podejmowa¢ w ka»dej chwili, która nie jest momentem ko«cowym.

Problem sterowania systemem stochastycznym z losowym horyzontem o prze-

liczalnej liczbie realizacji jest bardziej skomplikowany. Wyznaczenie ci¡gu sterowa«

optymalnych {u∗t}t∈N0
od strony praktycznej jest nierealne. W pracy [O1] zapro-

ponowano rozwi¡zanie tego problemu. Je»eli τ : Ω → N0, to warto±¢ oczekiwana

wska¹nika jako±ci (2) jest równa

J̄∞ (u) = EJτ (u) = E

(
∞∑
j=0

φj (yj, uj)

)
, (23)

gdzie φj (yj, uj) jest dane wzorem (21). W tym przypadku zadanie optymalnego

sterowania z losowym horyzontem o przeliczalnej liczbie realizacji sprowadza si¦

do zadania optymalnego sterowania z niesko«czonym horyzontem. Wyznaczenie

optymalnego sterowania u∗ polega na zastosowaniu idei programowania dynamicz-

nego wstecz. Od strony praktycznej konstrukcja funkcji Bellmana z warunkiem

pocz¡tkowym dla horyzontu ∞ nie jest mo»liwa. W pracy [O1] omówiono problem

zbie»no±ci wska¹nika jako±ci oraz przedstawiono sposób wyznaczenia ε�optymalnego

sterowania.

De�nicja 3.4 Sterowanie
(
u∗0, u

∗
1, ..., u

∗
τ−1
)
⊂ u∗|N =

(
u∗0, u

∗
1, ..., u

∗
N−1,0, ...

)
nazy-

wamy ε−optymalnym sterowaniem dla systemu z losowym horyzontem τ : Ω → N0

o przeliczalnej liczbie realizacji, gdzie

N ≥ Nε = min
{
k ∈ N0 :

∣∣J̄∞ (u)− J̄k (u)
∣∣ < ε

}
, (24)
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oraz 0 = col (0, ..., 0) ∈ Rl.

Steruj¡c systemem z losowym horyzontem o przeliczalnej liczbie realizacji,

dziaªania steruj¡ce nale»y podejmowa¢ co najwy»ej do momentu N , natomiast po

przekroczeniu momentu N system zachowuje si¦ biernie. Ró»nica warto±ci wska¹ni-

ków jako±ci dla horyzontów N i∞ nie przekracza ustalonego ε > 0. W [O1] podano

równie» sposób oszacowania momentu N oraz algorytm wyznaczenia ε�optymalnego

sterowania u∗|N .

3.5 Optymalne zatrzymanie systemów sterowanych

Przyj¦cie ustalonego horyzontu N (horyzontu niezale»nego od wyników ste-

rowania) w niektórych zadaniach optymalnego sterowania nie prowadzi do adekwat-

nego modelowania sytuacji, a wr¦cz uniemo»liwia osi¡gni¦cie lepszych efektów. War-

tym odnotowania jest fakt, »e w zadaniach optymalnego sterowania systemami sto-

chastycznymi, aby lepiej zrealizowa¢ cel, nale»y uwzgl¦dni¢ mo»liwo±¢ zatrzymania

systemu (procesu sterowania systemem). Zatem w ka»dym momencie, oprócz wy-

znaczenia optymalnego sterowania, nale»y równie» podj¡¢ decyzj¦ odno±nie konty-

nuowania sterowania b¡d¹ zatrzymania systemu. Zadania tego typu nazywamy za-

daniami optymalnego sterowania ze stopowaniem systemu stochastycznego. W tym

przypadku równolegle nale»y rozwi¡zywa¢ zadanie optymalnego sterowania i zadanie

optymalnego stopowania. W pracach [O1], [O7], [O8], [3], [4], [18] omówiono dwa

podej±cia rozwi¡zania przedstawionego wy»ej problemu. Dodatkowo przedstawiono

rozwi¡zania w postaci twierdze« i algorytmów wyznaczenia optymalnych sterowa«

oraz momentu zatrzymania procesu sterowania. Jeden ze sposobów rozwi¡zania

zadania polega na mo»liwo±ci stopowania (zatrzymania) procesu za pomoc¡ stero-

wania. Podej±cie drugie oparte jest na konstrukcji koperty Snella (patrz np. [27]).

Rozwa»amy problem sterowania systemem stochastycznym o równaniu stanu

(1). Niech zmienna losowa τ : Ω→ {0, 1, ..., N} b¦dzie momentem Markowa wzgl¦-

dem rodziny σ�ciaª Fj, 0 ≤ j ≤ N oraz P (τ ≤ N) = 1. Zmienna losowa τ oznacza

moment zatrzymania systemu (moment zako«czenia procesu sterowania tym syste-
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mem). Zatem horyzont sterowania systemem jest losowy oraz nie przekracza czasu

ko«cowego N . Dla dowolnego 0 ≤ j ≤ N klas¦ momentów Markowa o realizacjach

w zbiorze {j, j + 1, ..., N} oznaczamy przez T (j,N), natomiast klas¦ wszystkich

momentów Markowa oznaczamy przez T = T (0, N). Je»eli sterujemy systemem do

momentu 0 ≤ t ≤ N , to caªkowity koszt sterowania systemem jest równy

J (u, t) = E

(
t−1∑
i=0

g(yi, ui) + h(yt)

)
. (25)

Rozwi¡zuj¡c zadanie

inf
(u,τ)∈U×T

J (u, τ) (26)

wyznaczamy optymalne sterowanie oraz moment zatrzymania systemu.

Problem optymalnego sterowania ze stopowaniem systemu stochastycznego

jest zªo»ony, wymaga rozwi¡zywania dwóch zada« jednocze±nie: zadania optymal-

nego sterowania i zadania optymalnego stopowania. W ka»dym momencie decyzyj-

nym nale»y odpowiedzie¢ na dwa pytania: czy system powinien by¢ sterowany oraz

jakie jest optymalne sterowanie. Poni»ej krótko omówione zostan¡ dwa sposoby

rozwi¡zania zadania (26). Jeden z nich polega na mody�kacji wska¹nika jako±ci

poprzez zast¡pienie zmiennej okre±laj¡cej moment stopu zmienn¡ steruj¡c¡. Jest

to podej±cie zaproponowane przez T. Banka i E. Kozªowskiego (patrz [3], [4], [7]).

Rozwi¡zanie tak zmody�kowanego zadania nie wymaga wykorzystania narz¦dzi do-

tycz¡cych optymalnego zatrzymania procesów losowych (klasyczna, czysto probabi-

listyczna metoda nie jest rozwa»ana w tym przypadku). Drugi sposób polega na

zastosowaniu optymalnej zasady zatrzymania procesów losowych. W pracach [O1],

[O7], [O8] dokonano porównania wy»ej wymienionych sposobów optymalnego stero-

wania ze stopowaniem. Ka»da z metod ma swoje wady i zalety. Metoda zamiany

stopowania na sterowanie niew¡tpliwie jest prostsza w zastosowaniach, natomiast

efekt osi¡gany za pomoc¡ tej metody jest nieco gorszy. Dla ka»dej z tych me-

tod zde�niowano rodziny zbiorów optymalnego zatrzymania procesów sterowanych.

Zbiory te nie s¡ staªe oraz zale»¡ od momentów decyzyjnych.
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Optymalne zatrzymanie systemu przy pomocy sterowania

Metoda stopowania systemu za pomoc¡ sterowania polega na rozszerzeniu

wektora sterowania o zmienn¡ binarn¡. Fj mierzalny proces u = (θ, u) nazy-

wamy rozszerzonym sterowaniem dopuszczalnym, gdzie θ = (θ0, θ1, ..., θN−1) oraz

u = (u0, u1, ..., uN−1) . Wektor θ : Ω → {0, 1}N oznacza sterowanie decyzyjne do-

tycz¡ce zatrzymania, natomiast u− sterowanie dopuszczalne. Je»eli w momencie i

kontynuujemy sterowanie systemem, to przyjmujemy θi = 1, natomiast je»eli w mo-

mencie i zatrzymujemy system, to przyjmujemy θi = 0 oraz θj = 0 dla i < j ≤ N−1.

Klas¦ sterowa« dopuszczalnych (rozszerzonych) oznaczamy przez U. Koszt w mo-

mencie i ∈ {0, 1, ..., N − 1} jest równy

φi (θi, yi, ui) = θig(yi, ui) + (1− θi)h (yi) . (27)

De�niujemy

ψij (θ) ,


i∏

s=j

θs, dla i ≥ j,

1, dla i < j

(28)

dla 0 ≤ i ≤ j < N . Oczekiwany caªkowity koszt sterowania jest równy

J (u) = E

(
N−1∑
i=0

φi (θi, yi, ui)ψ
i−1
0 (θ) + h (yN)ψN−10 (θ)

)
, (29)

gdzie ψ−10 (θ) = 1. Wyznaczenie praw optymalnego sterowania i momentu zatrzy-

mania polega na rozwi¡zaniu zadania

inf
u∈U

J (u) . (30)

Zast¦puj¡c problem (26) zadaniem (30) dokonano zamiany problemu sterowania

adaptacyjnego ze stopowaniem na równowa»ny problem sterowania adaptacyjnego

z ustalonym horyzontem. Zgodnie z konstrukcj¡ wska¹nika jako±ci (29) moment

τ̃ = min (min {i : θi = 0, 0 ≤ i ≤ N − 1} , N)
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jest momentem zatrzymania systemu. W pracach [O1], [3], [4] podano warunki

konieczne oraz algorytm wyznaczenia optymalnego sterowania i momentu zatrzy-

mania.

W pracy [O1] pokazano, »e je»eli
{
V k
j (ξ, y0, ..., yj)

}
0≤j≤k jest ci¡giem funk-

cji Bellmana dla zadania (3) z ustalonym horyzontem k, to funkcje Bellmana dla

zadania (30) wyznaczamy jako

WN
j (ξ, y0, ..., yj) = inf

uj
θj∈{0,1}

φj (θj, yj, uj) + θjE
(
WN
j+1(ξ, y0, ..., yj+1)

∣∣∣F ξj )
= min

(
V j
j (ξ, y0, ..., yj), ..., V

N
j (ξ, y0, ..., yN)

)
, (31)

natomiast wielko±¢

W̄N
j (y0, ..., yj) = E

(
WN
j (ξ, y0, ..., yj)

∣∣Fj)
dla 0 ≤ j ≤ N reprezentuje najmniejsze oczekiwane koszty sterowania od momentu

j do momentu zatrzymania systemu. Dla zadania (30) moment zatrzymania systemu

jest dany wzorem

τ̃ = min
{

0 ≤ j ≤ N : W̄N
j (y0, ..., yj) = h (yj)

}
.

Optymalne zatrzymanie sterowanych systemów stochastycznych

Inny sposób rozwi¡zania zadania (26) polega na wykorzystaniu zasady opty-

malnego stopowania procesów stochastycznych. Zgodnie z klasyczn¡ zasad¡ zatrzy-

mania procesów losowych wyznaczenie optymalnego momentu stopu dla zadania (26)

polega na konstrukcji koperty Snella, która jest okre±lona jako najwi¦kszy podmar-

tyngaª dominuj¡cy zatrzymywany proces. Pierwszy moment, dla którego warto±¢

procesu stochastycznego i otoczki Snella s¡ równe, jest momentem zatrzymania tego

procesu. W odró»nieniu od klasycznej teorii optymalnego zatrzymania procesu sto-

chastycznego w zadaniu optymalnego sterowania ze stopowaniem (26) nale»y zatrzy-

ma¢ nie jeden proces, lecz rodzin¦ procesów (indeksowanych sterowaniem). Do roz-
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wi¡zania zadania (26) konstruujemy ci¡g funkcji Bellmana dla j ∈ {0, 1, ..., N − 1}

SNj (ξ, y0, ..., yj) = inf
uj

{
h (yj) , g (yj, uj) + E

(
SNj+1 (ξ, y0, ..., yj+1)

∣∣∣F ξj )} (32)

z warunkiem pocz¡tkowym

SNN (ξ, y0, ..., yN) = h (yN) . (33)

Otoczk¦ Snella
{
S̄Nj (y0, ..., yj)

}
0≤j≤N wyznaczamy w sposób nast¦puj¡cy

S̄Nj (y0, ..., yj) = inf
uj

{
h (yj) , g (yj, uj) + E

(
SNj+1 (ξ, y0, ..., yj+1) |Fj

)}
(34)

dla 0 ≤ j < N , natomiast S̄NN (y0, ..., yN) = h (yN). Moment

τ = min
{

0 ≤ j ≤ N : h (yj) = S̄Nj (y0, ..., yj)
}

(35)

jest momentem zatrzymania systemu (1). W pracach [O1], [O7] podano warunki ko-

nieczne oraz algorytm wyznaczenia optymalnego sterowania i momentu zatrzymania

dla zadania (26). Dodatkowo w [O1] przedstawiono zale»no±ci pomi¦dzy funkcjami

Bellmana V N
j (ξ, y0, ..., yj) ,WN

j (ξ, y0, ..., yj) , SNj (ξ, y0, ..., yj) s¡ dane wzorami (6),

(31), (32), które zostaªy skontruowane dla zada« (3), (30) i (26) odpowiednio. Poza

tym porównano momenty zatrzymania dla zadania (26) i zadania (30). Udowod-

niono, »e moment zatrzymania τ̃ dla zadania (30) nie przekracza momentu zatrzy-

mania τ dla zadania (26). Wprowadzenie do klasycznego zadania optymalnego ste-

rowania (3) mo»liwo±ci zatrzymania systemu przed ko«cem horyzontu czasowego

umo»liwia redukcj¦ ª¡cznych kosztów sterowania i dziedziczenia.

Dla ka»dego momentu decyzyjnego przestrze« stanów mo»emy podzieli¢ na

dwa rozª¡czne zbiory: zbiór zatrzymania systemu oraz zbiór kontynuacji sterowa-

nia. Zbiór zatrzymania jest to zbiór stanów, dla których system powinien by¢ zatrzy-

many, »eby nie ponosi¢ dodatkowych (wi¦kszych) kosztów. W pracach [O1] i [O8]

przedstawiono konstrukcje zbiorów zatrzymania wykorzystuj¡c funkcje Bellmana.
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Zwrócono równie» uwag¦ na fakt, »e zbiory te zale»¡ od momentu decyzyjnego oraz

posiadanej informacji o systemie. Dla systemu liniowego z kwadratowym wska¹ni-

kiem jako±ci przedstawiono efektywne rozwi¡zania zada« (26) i (30).

Rysunek 4: Warto±ci funkcji Bellmana SNN (y) oraz SNN−1(y), obszar zatrzymania dla mo-

mentu j = N − 1.

W [O1] (patrz przykªad 4.1) zaprezentowano rozwi¡zania dla zadania liniowo-

kwadratowego z mo»liwo±ci¡ zatrzymania przed momentem N . Powierzchnia zazna-

czona kolorem granatowym na rysunku 4a przedstawia warto±ci funkcji Bellmana

dla momentu j = N , natomiast powierzchnia zaznaczona kolorem czerwonym przed-

stawia warto±ci funkcji Bellmana dla momentu j = N−1. Na rysunku widzimy, »e w

pewnym otoczeniu punktu a ∈ R2 speªniona jest nierówno±¢ SNN (y) ≤ SNN−1(y). Ry-

sunek 4b przedstawia obszar zatrzymania systemu liniowego dla momentu j = N−1.

3.6 Optymalna trajektoria dla systemów sterowanych

W niektórych sytuacjach potrzebujemy wyznaczy¢ optymaln¡ drog¦ dla stero-

wanych systemów dynamicznych zamiast bezpo±rednio wyznacza¢ prawa optymal-

nego sterowania. Zatem nale»y zde�niowa¢ uporz¡dkowany ci¡g stanów systemu
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(zbiór punktów) {yi}0≤i≤N okre±laj¡cy trajektori¦, po której powinien porusza¢ si¦

system. Klasyczny problem optymalnego sterowania (3) systemem stochastycznym

(1) zast¦pujemy zadaniem polegaj¡cym na wyznaczeniu optymalnej trajektorii, po-

ruszaj¡c si¦ po której osi¡gamy najmniejsze koszty caªkowite. Na±laduj¡c bezpo-

±rednio okre±lone stany systemu realizujemy gªówny cel sterowania w sposób opty-

malny. Problematyka wyznaczenia optymalnej trajektorii dla systemów stochastycz-

nych cz¦±ciowo zostaªa przedstawiona np. w pracach [O1], [O6], [19], [20], [22].

Poni»ej zakªadamy, »e funkcje f, σ w równaniu (1) s¡ ciagªe wzgl¦dem wszyst-

kich argumentów oraz f(ξ, y, u) jest ró»nowarto±ciowa wzgl¦dem sterowania u. Ci¡g

stanów {yi}1≤i≤N nazywamy trajektori¡ dopuszczaln¡ oraz oznaczamy

y = (y1, y2, ..., yN), natomiast klas¦ dopuszczalnych trajektorii oznaczamy przez Y .

Przeprowadzaj¡c system ze stanu yj do stanu yj+1 podejmujemy sterowanie wielko±ci

uj = uj (ξ, yj, yj+1, wj+1) = f−1 (ξ, yj, yj+1 − σ(ξ, yj)wj+1) , (36)

natomiast koszt sterowania w momencie j wynosi

g(ξ, yi, yi+1, wi+1) = g
(
yi, f

−1 (ξ, yj, yj+1 − σ(ξ, yj)wj+1)
)
. (37)

Wska¹nik jako±ci de�niujemy jako sum¦ kosztów poniesionych w momentach

i ∈ {0, 1, ..., N − 1} oraz dziedziczenia na ko«cu horyzontu czasowego N

JN (y) = E

(
N−1∑
i=0

g(ξ, yi, yi+1, wi+1) + h(yN)

)
. (38)

Rozwi¡zanie zadania

inf
y∈Y

JN (y) (39)

polega na wyznaczeniu optymalnej trajektorii y∗ = (y∗1, ..., y
∗
N). Zast¡pienie zada-

nia (3) zadaniem (39) pozwoliªo dokona¢ zamiany problemu sterowania adaptacyj-

nego na problem równowa»ny. W pracach [O1], [O6] podano warunki konieczne

oraz algorytm wyznaczenia optymalnej trajektorii. Do wyznaczenia ci¡gu opty-
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malnych stanów systemu wykorzystana zostaªa technika programowania dynamicz-

nego oraz zde�niowano ci¡g funkcji Bellmana. Dodatkowo w [O1] pokazano ró»nice

i podobie«stwa wyznaczenia optymalnej trajektorii w warunkach peªnej i niepeªnej

informacji o systemie oraz koszt uczenia si¦ na ±cie»ce
{
y∗j
}
1≤j≤N . Dla zadania

liniowo-kwadratowego z ustalonym horyzonten i losowym horyzontem niezale»nym

od stanów systemu podano efektywne rozwi¡zania w postaci twierdze«. Przykªady

zaprezentowane w monogra�i [O1] pokazuj¡ wyra¹ny wpªyw horyzontu sterowania

na warto±¢ wska¹nika jako±ci oraz na optymaln¡ trajektori¦.

4 Pozostaªe osi¡gni¦cia naukowo-badawcze

Poni»ej przedstawiam pozostaªe osi¡gni¦cia naukowo-badawcze uzyskane po

doktoracie, a nie wchodz¡ce w skªad osi¡gni¦cia podstawowego. Podj¦to nast¦puj¡ce

tematy:

• opracowanie monogra�i po±wi¦conej analizie i identy�kacji szeregów czaso-

wych;

• wykorzystanie testów stacjonarno±ci do analizy monitorowanych procesów reszt-

kowych;

• rekonstrukcja obrazów w elektrycznej tomogra�i impedancyjnej;

• prognozowanie poboru wody oraz konstrukcja sterownika wspomagaj¡ca

decyzj¦ operatora uj¦cia wody.

Wybrane publikacje wchodz¡ce w skªad osi¡gni¦¢ naukowo-badawczych:

[P1 ] Kozªowski E.(100%), Analiza i identy�kacja szeregów czasowych, Politech-
nika Lubelska, Lublin 2015, ISBN: 978-83-7947-147-8; MNiSW: 25p.
Wkªad wªasny w powstanie tej publikacji szacuj¦ na 100%. Obejmowaª on wszyst-

kie etapy powstania monagra�i, w szczególno±ci: a) opracowanie koncepcji i ukªadu

pracy; b) omówienie problematyki oraz sposobów identy�kacji szeregów czasowych;

c) projektowanie algorytmów estymacji parametrycznej szeregów czasowych; d) ana-

liz¦ i interpretacj¦ wyników; e) przygotowanie publikacji do druku.

[P2 ] Kosicka E.(34%), Kozªowski E.(33%), Mazurkiewicz D.(33%), The use of
stationary test for analysis of monitored residual processes, "Maintenance and
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Reliability", 2015 vol. 17(4), p. 604�609; IF: 1.248; MNiSW: 20p.
Wkªad wªasny w powstanie tej publikacji szacuj¦ na 33%. Obejmowaª on wszystkie

etapy powstania pracy, w szczególno±ci: a) omówienie problematyki oraz sformuªo-

wanie celu bada« - 20%; b) opracowanie koncepcji i ukªadu pracy - 35%; c) projekto-

wanie i implementacja algorytmów - 50%; d) analiz¦ i interpretacj¦ wyników - 30%;

e) przygotowanie publikacji do druku - 30%.

[P3 ] Rymarczyk T.(34%), Kªosowski G.(33%), Kozªowski E.(33%), A non-destruc-
tive system based on electrical impedance tomography and mashine learning to
analyze the moisture of building, "Sensors", 2018 vol. 18, 2285,
doi: 10.3390/s18072285; IF: 2.475; MNiSW: 30p.
Wkªad wªasny w powstanie tej publikacji szacuj¦ na 33%. Obejmowaª on wszystkie

etapy powstania pracy, w szczególno±ci: a) omówienie problematyki oraz sformuªo-

wanie celu bada« - 33%; b) opracowanie koncepcji i ukªadu pracy - 33%; c) projekto-

wanie algorytmów - 33%; d) analiz¦ i interpretacj¦ wyników - 33%; e) przygotowanie

publikacji do druku - 33%.

[P4 ] Kozªowski E.(25%), Kowalska B.(25%), Kowalski D.(25%), Mazurkiewicz
D.(25%), Water demand forecasting by trend and harmonic analysis, "Archi-
ves of Civil and Mechanical Engineering", 2018 vol. 18, p. 140�148; IF: 2.763;
MNiSW: 30p.
Wkªad wªasny w powstanie tej publikacji szacuj¦ na 25%. Obejmowaª on wszystkie

etapy powstania pracy, w szczególno±ci: a) omówienie problematyki oraz sformuªo-

wanie celu bada« - 20%; b) opracowanie koncepcji i ukªadu pracy - 10%; c) projekto-

wanie i implementacja algorytmów - 60%; d) analiz¦ i interpretacj¦ wyników - 20%;

e) przygotowanie publikacji do druku - 20%.

[P5 ] Kozªowski E.(25%), Kowalska B.(25%), Kowalski D.(25%), Mazurkiewicz
D.(25%), Binary linear programming as a decision-making aid for water in-
take operators, [In:] " Intelligent Systems in Production Engineering and Ma-
intenance � ISPEM 2017" ed. by Burduk A., Mazurkiewicz D., Advances
in Intelligent Systems and Computing vol. 637, Springer, 2018, p. 199-208;
MNiSW: 15p.
Wkªad wªasny w powstanie tej publikacji szacuj¦ na 25%. Obejmowaª on wszystkie

etapy powstania pracy, w szczególno±ci: a) omówienie problematyki oraz sformuªo-

wanie celu bada« - 20%; b) opracowanie koncepcji i ukªadu pracy - 20%; c) projekto-

wanie algorytmu - 60%; d) analiz¦ i interpretacj¦ wyników - 10%; e) przygotowanie

publikacji do druku - 20%.
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4.1 Analiza i identy�kacja szeregów czasowych

Przewidywanie zachowa« ró»norodnych systemów (�zycznych, technicznych,

ekonomicznych itd.) nie jest ªatwe. Aby móc dokªadnie prognozowa¢ zachowanie

takiego systemu, nale»y zbudowa¢ model oraz dokona¢ parametrycznej identy�kacji

na podstawie danych empirycznych. Celem monogra�i [P1] byªo przedstawienie ma-

tematycznego podej±cia do modelowania, analizy i identy�kacji szeregów czasowych.

W pracy zaprezentowano sposoby wyznaczenia zarówno deterministycznych zale»no-

±ci wyst¦puj¡cych w szeregach czasowych, jak i zaburze« zewn¦trznych. W kolejnej

cz¦±ci pracy omówiono wªasno±ci stacjonarnych i niestacjonarnych szeregów oraz

klasyczne metody wery�kacji stacjonarno±ci. Dodatkowo przedstawiono wªasno±ci

modeli ARIMA, ARCH, GARCH, TARCH, EGARCH itp. Do ka»dego z modeli po-

dano algorytmy identy�kacji parametrycznej. W monogra�i [P1] zwrócono uwag¦

na problem identy�kacji parametrycznej w przypadku dynamicznie rozszerzaj¡cego

si¦ zbioru danych. W tym celu dodatkowo omówiono zagadnienie �ltracji szeregów

gaussowskich (warunkowo gaussowskich), które zostaªo wykorzystane do estymacji

parametrów modeli AR, MA, ARMA, ARIMA oraz modeli rodziny ARCH.

4.2 Wykorzystanie testów stacjonarno±ci do analizy

monitorowanych procesów resztkowych

Dotrzymanie zobowi¡za« wobec kontrahentów jest jednym z czynników wpªy-

waj¡cych na poziom efektywno±ci eksploatacyjnej w przedsi¦biorstwie. Wzrost efek-

tywno±ci eksploatacyjnej maszyn poprzez przewidywanie awarii i przywracanie peª-

nej sprawno±ci systemu produkcyjnego pozwala na terminow¡ realizacj¦ zamówie«,

co z kolei przekªada si¦ na efekty �nansowe przedsi¦biorstw. Celem pracy [P2] byªo

zastosowanie testów stacjonarno±ci do predykcji zdarze« niepo»¡danych, którymi s¡

awarie maszyn. W przypadku wykrycia niepokoj¡cych objawów dodatkowo szaco-

wano resztkowy czas pracy tych urz¡dze«.
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4.3 Rekonstrukcja obrazów w elektrycznej tomogra�i

impedancyjnej

Kolejnym tematem mojej pracy naukowo-badawczej jest analiza zawilgoce-

nia ±cian budynków, analiza przesi¡kania waªów przeciwpowodziowych. W [P3] do

rozwi¡zania zadania zastosowano grup¦ algorytmów umo»liwiaj¡cych nadzorowane

uczenie maszynowe. Za pomoc¡ tomografu hybrydowego ze specjalnymi czujnikami

odczytywane s¡ napi¦cia na elektrodach (rysunek 5). Nast¦pnie dla ka»dego piksela

obrazu wyznaczano warto±ci przewodno±ci. W wyniku rekonstrukcji otrzymano ob-

razy przestrzenne (3D) oraz przekroje (2D) zawilgocenia wn¦trza ±cian budynków.

Przykªadowa rekonstrukcja jest pokazana na rysunku 6.

Rysunek 5: Badanie zawilgocenia betonu komórkowego.

4.4 Prognozowanie poboru wody oraz konstrukcja sterow-

nika wspomagaj¡cego decyzj¦ operatora uj¦cia wody

Czwarty temat badawczy dotyczy prognozowania zapotrzebowania na wod¦

oraz planowania dziaªa« operacyjnych w przedsi¦biorstwach wodoci¡gowych. Jed-

nym z gªównych zada« ka»dej �rmy wodoci¡gowej jest dostarczanie odbiorcom wy-

maganej ilo±ci wody o odpowiedniej jako±ci i ci±nieniu, a tak»e dostarczanie jej we
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Rysunek 6: Wynik rekonstrukcji zawilgocenia.

wªa±ciwym czasie. W artykule [P4] przedstawiono rozwi¡zanie do prognozowania

zu»ycia wody za pomoc¡ analizy trendów fazowych i analizy harmonicznych skªado-

wych. Pokazano istotny wpªyw temperatury otoczenia oraz zmiennej kategorycznej

okre±laj¡cej typ dnia (roboczy i wolny od pracy) na parametry strukturalne modeli

opisuj¡cych pobór wody.

Znacz¡c¡ cz¦±¢ caªkowitych kosztów operacyjnych ponoszonych przez przedsi¦-

biorstwo wodoci¡gowe stanowi koszt energii zu»ywanej w trakcie pompowania wody

z uj¦¢ gª¦binowych do zbiornika retencyjnego. W pracy [P5] przedstawiono model

matematyczny opisuj¡cy koszt pracy pomp gª¦binowych oraz podano efektywne roz-

wi¡zanie minimalizuj¡ce caªkowite koszty zu»ycia energii. W wyniku rozwi¡zania

zadania powstaje harmonogram pracy pomp gª¦binowych, który wspomaga opera-

tora w podj¦ciu ostatecznej decyzji.

5 Podsumowanie dorobku publikacyjnego

Mój dorobek publikacyjny obejmuje aktualnie 73 prace (w tym 66 po dokto-

racie). Poni»ej przedstawiam statystyki bibliometryczne.
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Kategoria <dr ≥dr Suma

Monogra�e 0 2 2
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Suma 7 66 73

Caªkowita liczba cytowa« prac wedªug ró»nych baz publikacji wynosi:

Kategoria Suma
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Indeks h Hirscha publikacji wedªug ró»nych baz jest równy:

Kategoria Suma
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Indeks h wedªug bazy Scopus 5
Indeks h wedªug bazy Google Scholar 7
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