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4 Podstawowe osiggniecia naukowe

Jako osiagniecie naukowe, o ktorym mowa w art. 16 ust. 2 ustawy z dnia 14 marca
2003 r. o stopniach naukowych i tytule naukowym oraz o stopniach i tytule w
zakresie sztuki (Dz.U. 2016 r. poz. 882 ze zm. w Dz. U. z 2016 r. poz. 1311)
niniejszym wskazuje

jednotematyczny cykl publikacji pod wspélnym tytutem
ANALIZA CZASU ZYCIA ZA POMOCA FUNKCJI
INTENSYWNOSCI STARZENIA

4.1 Publikacje wchodzace w sktad osiggniecia

[O1] SZYMKOWIAK, M. (2019). Lifetime Analysis by Aging Intensity Func-
tions, Studies in Systems, Decision and Control, Springer,
(DOL: 10.1007/978-3-030-12107-5).

Jestem jedynym autorem tej pracy.

[02] SZYMKOWTAK, M. (2018). Generalized aging intensity functions. Re-
liability Engineering & System Safety, 178, 198-208.

IF JCR 4.139, MNiSW 40 p.
Jestem jedynym autorem tej pracy.

[03] SZYMKOWTIAK, M. (2018). Characterizations of distributions through
aging intensity. IEEE Transactions on Reliability, 67(2), 446-458.

IF JCR 2.729, MNiSW 40 p.
Jestem jedynym autorem tej pracy.

[04] SZYMKOWIAK, M., Iwinska, M. (2018). Some results about bivariate
discrete distributions through the vector of aging intensities. Commu-
nications in Statistics - Theory and Methods, (Published online: 16 Apr
2018, DOI: 10.1080/03610926.2018.1459714).

IF JCR 0.353, MNiSW 15 p.

Wkilad wlasny w powstanie tej publikacji szacuje na 60%. Obejmowat
on wszystkie etapy przygotowania pracy, w szczegolnosci: opracowanie
jej koncepcji i uktadu; sformutowanie i udowodnienie wynikéw pracy;
przygotowanie pracy do druku.



[05] Iwiniska, M., SZYMKOWTIAK, M. (2017). Characterizations of distribu-
tions through selected functions of reliability theory. Communications
in Statistics - Theory and Methods, 46(1), 69-74.

IF JCR 0.353, MNiSW 15 p.

Wklad wlasny w powstanie tej publikacji szacuje na 50%. Obejmowatl
on wszystkie etapy przygotowania pracy, w szczegdlnosci: opracowanie
jej koncepcji i uktadu; sformutowanie i udowodnienie wynikéw pracy;
przygotowanie pracy do druku.

[06] SZYMKOWIAK, M., Iwinska, M. (2016). Characterizations of discrete
Weibull related distributions. Statistics and Probability Letters, 111,

41-48. IF JCR 0.540, MNiSW 15 p.

Wklad wlasny w powstanie tej publikacji szacuje na 70%. Obejmowatl
on wszystkie etapy przygotowania pracy, w szczeg6lnosci: opracowanie
jej koncepcji i uktadu; sformutowanie i udowodnienie wynikéw pracy;
podanie kontrprzyktadéw; przygotowanie pracy do druku.



4.2 Cel naukowy

Teoria niezawodnosci to dyscyplina nauki, ktéra odpowiada na pytania do-
tyczace dziatania obiektu: czy obiekt dziata poprawnie, czy spelnia wszyst-
kie powierzone mu funkcje, czy dziata w okreslonych warunkach, czy dziata
przez okreslony czas. Prowadzone przeze mnie badania dotycza szczegdlnie
tego ostatniego aspektu, czyli czasu zycia obiektu, a ich wyniki maja zasto-
sowanie gtéwnie w réznych dziedzinach inzynieryjno-technicznych, ale takze
w medycynie i biologii, w ekonomii, demografii oraz innych naukach spotecz-
nych.

W teorii niezawodnosci czas zycia obiektu traktowany jest najczesciej
jako nieujemna zmienna losowa absolutnie ciggta, a jej stosowanymi charak-
terystykami funkcyjnymi sa przede wszystkim: dystrybuanta (zwana takze
funkcja zawodnosci), funkcja niezawodnosci (zwana funkcja przezycia), funk-
cja gestosci, intensywnosé uszkodzen (zwana funkcja hazardu lub funkcja ry-
zyka) oraz skumulowana intensywno$¢ uszkodzen (zwana funkcja wiodaca).
W roku 2003 w pracy [L8] zostata zdefiniowana nowa funkcja, nazwana in-
tensywnoscig starzenia, zaproponowana jako dodatkowe narzedzie stuzace do
analizy czasu zycia. Wyraza ona stosunek chwilowej intensywnosci uszkodzen
do $redniej intensywnosci uszkodzen i pozwala opisa¢ tendencje starzenia ba-
danego obiektu.

Pierwszym celem moich badan byto sprawdzenie, czy to nowe narzedzie
moze réwniez stuzyé do charakteryzacji rozktadu i czy, wyestymowana na
podstawie danych czasow zycia, klasyczna intensywnos¢ starzenia umozli-
wia rozpoznanie ich rozktadu. Pierwsze takie proby zostaty podjete w pracy
[L4]. Analizujac zdefiniowany w [L17] porzadek stochastyczny, zwiazany z
funkcja intensywnosci starzenia, dosztam do wniosku, ze funkcja ta pozwala
porownaé proces starzenia badanego obiektu z procesem starzenia obiektu
o wyktadniczym czasie zycia, czyli obiektu, ktérego intensywnos¢ uszkodzen
jest stata i nie zalezy od czasu.

W zwiazku z tym, korzystajac z wynikéw [L.2, L3], podjetam prébe uogdl-
nienia pojecia intensywnosci starzenia. Umozliwito to poréwnywanie procesu
starzenia badanego obiektu z procesem starzenia obiektéw o czasach zycia
okreslonych za pomoca innych uzywanych w teorii niezawodnosci rozktadow,
takich jak rozktad potegowy, Pareto, Lomaxa [L.10, L13]. Co wiecej, prébowa-
tam zbada¢, jak definicja i wtasnosci tej uogélnionej funkcji moga zaleze¢ od
nosnika rozktadu zycia, ktory w zastosowaniach praktycznych czesto okazuje
sie ograniczonym odcinkiem dodatniej poétosi czasu.



Rozszerzajac cel moich badan na przypadek dyskretny, zdefiniowatam po-
jecie dyskretnych intensywnog$ci starzenia i probowatam ustalié¢, czy rowniez
te funkcje moga stuzy¢ do charakteryzacji odpowiednich rozkladow zycia.
Wowcezas mogtyby byé one uzyte do rozpoznania rozktadu zmiennej losowe;j
opisujacej czas zycia badanego obiektu wyrazony np. jako liczba poprawnie
wykonanych operacji do momentu jego uszkodzenia.

Natomiast w przypadku dwuwymiarowym, zdefiniowatam wektory inten-
sywnosci starzenia i badatam, czy umozliwiaja one rozpoznanie rozktadu,
opisujacego na przyktad czas zycia obiektu ztozonego z dwéch roéznych skta-
dowych.

4.3 Osiggniete wyniki

Pierwsze préby charakteryzacji rozktadu czasu zycia za pomoca klasycznej
intensywnosci starzenia zostaly przeze mnie podjete w pracy [O5]. W dal-
szych badaniach wprowadzitam pojecie uogolnionej intensywnosci starzenia
(zob. [O1] oraz [L23, L24]), dwie definicje intensywnosci starzenia dla zmien-
nych losowych dyskretnych (zob. [O6]), wektor intensywnosci starzenia dla
zmiennych losowych dwuwymiarowych absolutnie ciagtych (zob. [O1] oraz
[L25]), a takze dwa wektory intensywnosci starzenia dla zmiennych losowych
dwuwymiarowych dyskretnych (zob. [O4]). Szeroki opis tych funkcji oraz ich
najwazniejsze wlasnosci zostaly zebrane w monografii [O1]. Wszystkie wpro-
wadzone przeze mnie intensywnosci starzenia postuzyty m.in. do charaktery-
zacji odpowiednich zmiennych losowych. Oznacza to, ze znajac intensywnosé
starzenia badanego obiektu mogliSmy rozpozna¢ rozkitad zmiennej losowej
opisujacej czas jego zycia.

W pracy [O2] zauwazytam, ze intensywnos¢ starzenia moze by¢ trakto-
wana jako, stosowana w ekonomii, elastyczno$¢ skumulowanej funkcji inten-
sywnosci uszkodzen. W takim razie, moze ona stuzy¢ do pomiaru procento-
wego wzrostu wyczerpywania sie zapaséw niezawodnosci, gdy czas rosnie o
niewielkg wartos¢.

Wazne sa rowniez, opisane przeze mnie m. in. w [O1], zwiazki zaleznej
od nosnika uogdélnionej intensywnosci starzenia z porzadkiem gwiazdzistym
i innymi porzadkami stochastycznymi. Oznacza to, ze odpowiednie poréwna-
nie uogdlnionych intensywnosci starzenia pozwala ustali¢, ktory z badanych
obiektéw ma mniejszg zawodnosé, czyli ktory obiekt z wiekszym prawdopo-
dobienstwem bedzie dziatal przez dtuzszy czas.

Ponadto (zob. m.in. [O3]) stwierdzitam, ze analizujac dane reprezentujace



czasy zycia badanych obiektéw, mozna wyestymowaé funkcje intensywnosci
starzenia i rozpoznac¢ rozktad czasu ich zycia, a nawet estymowaé niektore
parametry tego rozktadu.

Do gléwnych wynikéw uzyskanych w czasie prowadzonych badan, stano-
wigcych przedmiot prezentowanego osiggniecia, nalezg przede wszystkim:

1. charakteryzacje rozktadow absolutnie ciagltych za pomoca klasycznej
intensywnosci starzenia i analiza intensywnosci starzenia na podstawie
danych, zob. p. 4.3.1, [03] i [O5];

2. zdefiniowanie pojecia G-uogdélnionej intensywnosci starzenia i twierdze-
nie charakteryzacyjne wykorzystyjace to pojecie, zob. p. 4.3.2 i [O1];

3. zwiazki zaleznej od nosnika G-uogdlnionej intensywnosci starzenia z
porzadkiem gwiazdzistym, zob. p. 4.3.3 1 [O1];

4. definicja porzadku uogoélnionej intensywnosci starzenia i badanie jego
zwiazku z innymi porzadkami stochastycznymi, zob. p. 4.3.4, [O1] i
[02];

5. charakteryzacje rozktadow dyskretnych za pomoca zdefiniowanych dys-
kretnych intensywnosci starzenia, zob. p. 4.3.5 i [O6];

6. charakteryzacje rozktadow dwuwymiarowych za pomoca wprowadzo-
nych wektoréow intensywnosci starzenia, zob. p. 4.3.6, [O1] i [O4].

4.3.1 Klasyczna intensywno$¢ starzenia

W teorii niezawodnosci czas zycia obiektu opisywany jest najczesciej za po-
moca zmiennej losowej absolutnie ciagtej X o nosniku (0, +00). W badaniach
wynaczamy dystrybuante tej zmiennej jako F(zr) = P(X < x), to znaczy
prawdopodobienstwo zdarzenia, ze awaria obiektu nastgpita najpdzniej w
chwili z, czyli inaczej zdarzenia, ze po chwili  obiekt juz nie dziatat. Funk-
cje niezawodnosci wyznaczamy jako F'(r) = P(X > z) = 1— F(x), to znaczy
prawdopodobienstwo zdarzenia, ze obiekt dziatal bezawaryjnie do chwili z, a
funkcje gestosci jako f(x) = %F (x) = —%F(m), ktérag mozna interpretowaé
jako spadek niezawodno$ci obiektu w chwili x.
Ponadto przez r(z) = ; J Ef()x) = %((z)) = P(f)({’;)x)
uszkodzen, czyli chwilowy spadek niezawodnosci obiektu, ktory nastepuje tuz
po chwili x (przy zalozeniu, ze do chwili x obiekt dziatal poprawnie). Przez

oznaczamy intensywnoscé
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R(z) = [r(t)dt = —In(1 — F(z)) oznaczamy skumulowana intensywnos¢
0

uszkodzen, ktoérg interpretuje sie jako wyczerpywanie sie zapasu niezawod-
X

nosci, a przez H(x) = < [r(t)dt = LR(x) oznaczamy Srednig intensywnosé
0

7z
uszkodzen.
Wtedy przez

Lay=12 _ @ —z /o) 1)

Trar @ F@) (= F(x)

8 =

bedziemy oznaczaé intensywnosé starzenia (wprowadzona w [L8]), czyli sto-
sunek chwilowej intensywnosci uszkodzen do $redniej intensywnosci uszko-
dzen badanego obiektu.
W ekonomii czesto stosowanym pojeciem jest elastycznosé funkeji (zob.
[L22])
d
By() = #90), 2)
s¢(@)
ktora wyraza procentows zmiane pewnej wielkosci zaleznej opisanej funkcja
©(x) (np. popytu) spowodowana niewielka zmiana wielkosci niezaleznej x
(np. ceny).
W naszym przypadku intensywnos¢ starzenia moze by¢ interpretowana
jako procentowy wzrost skumulowanej intensywnosci uszkodzen (wyczerpy-
wania zapaséw niezawodnosci), gdy czas rosnie o niewielka warto$é¢ (zobacz

[02]).

Charakteryzacje za pomocg klasycznej intensywnos$ci starzenia

W teorii niezawodno$ci znany jest fakt [L1], Ze intensywnosé uszkodzen zmien-
nej losowej, opisujacej na przyktad czas zycia badanego obiektu, pozwala
w jednoznaczny sposob wyznaczy¢ rozktad tej zmiennej

F.(x)=1—exp | — /r(t)dt dla z € (0,+00).
0

W pracy [O3] pokazano, ze takze intensywnosé starzenia zmiennej losowej
moze stuzy¢ do charakteryzacji tej zmiennej. Nie jest to jednak charaktery-
zacja jednoznaczna.



Twierdzenie 1 ([0O3]). Niech funkcja L : (0,+00) — (0,400) spelnia na-
stepujgce warunk:
b

a +oo
L(t L(t L(t
[0y o [0y, 0y,

t t t

a 0 a

dla wszystkich 0 < a < b < +00.

Wtedy L jest intensywnosciqg starzenia rodziny absolutnie cigglych zmien-
nych losowych o nosniku (0, +00) i dystrybuantach postaci

[ Lt
Fr(xr)=1—exp | —k exp /%

a

dt , x € (0,+00),

dla kazdego 0 < k < 400 i dowolnego a € (0, 400).

Mozna zauwazy¢, ze scharakteryzowana w Twierdzeniu 1 rodzina rozkta-
dow jest rodzing o proporcjonalnym hazardzie, ze skalujacym parametrem
wrazliwosci k € (0, +00),

Fu(z)=1-(1— F(x))".

Oznacza to, ze znajac intensywnos¢ starzenia zmiennej losowej, opisujacej
na przyktad czas zycia badanego obiektu, mozemy rozpoznaé rodzing rozkta-
déw, do ktorej rozktad tej zmiennej nalezy. Jest to rodzinna ze skalujacym
parametrem wrazliwosci k. Pozostate parametry rozktadu sg ustalone i da
sie je wyznaczy¢ na podstawie znanej funkcji intensywnosci starzenia.

Jednym z najczeciej stosowanych w teorii niezawodnosci rozktadéw czasu
zycia jest dwuparametrowy rozktad Weibulla zdefiniowany po raz pierwszy
w pracy [L26]. W swojej pracy Waloddi Weibull badal, czy zaproponowany
przez niego rozktad charakteryzuje: odpornosé na zmeczenie stali St-37, pla-
styczno$é stali Bofors (szwedzka firma produkujaca bron), wytrzymatosé wito-
kien bawelny indyjskiej, wielko$¢ popiotu lotnego, dtugo$é¢ Cyrtoideae (pew-
nego rodzaju muszli morskiej), wzrost dorostych mezczyzn urodzonych na
Wyspach Brytyjskich oraz szeroko$¢ fasoli Phaseolus Vulgaris.

Mowimy, ze zmienna losowa X ma dwuparametrowy rozktad Weibulla,
X ~ W2(y,\), jezeli dla x € (0, +00) oraz parametréw ksztattu v > 0 i skali
A > 0, dystrybuanta rozktadu dana jest wzorem F(z) = 1 — exp (—(Az)7).
Pozostate charakterystyki funcyjne dwuparametrowego rozktadu Weibulla
przedstawiaja sie nastepujaco:



o funkcja gestosci f(x) =\ Lexp (—(A\x)7),

e intensywnos¢ uszkodzen — r(x) = % =Nz
e intensywnos¢ starzenia L(z) = % = 1.

Zgodnie z Twierdzeniem 1 oznacza to, ze stala intensywnos¢ starzenia
L(z) = 7 charakteryzuje rodzine dwuparametrowych rozktadéw Weibulla ze
znanym parametrem ksztaltu v i dowolnym parametrem skali.

Analiza klasycznej intensywno$ci starzenia na podstawie danych

Ponizszy przyktad ilustruje, jak na podstawie danych dotyczacych czasow
dziatania badanych obiektow, estymujac ich funkcje intensywnosci starzenia,
mozemy rozpoznaé rozktad T' czasu ich zycia.

Przyktad 1. Dane dotycza czasu dziatania (w godzinach) 20 obiektéw do
momentu ich awarii (dane pochodza z pracy [L15]): 11.24, 1.92, 12.74, 22.48,
9.60, 11.50, 8.86, 7.75, 5.73, 9.37, 30.42, 9.17, 10.20, 5.52, 5.85, 38.14, 2.99,
16.58, 18.92, 13.36.

Na podstawie powyzszych danych za pomocg dostepnej w programie Ma-
tlab funkcji ksdensity otrzymujemy estymator jadrowy funkcji gestosci (zo-
bacz, m.in. [L5]) przedstawiony na Rysunku 1. Analiza ksztaltu wyestymowa-
nej funkcji nie pozwala rozpoznaé rozktadu T' czasu zycia badanych obiektow.

Natomiast stosujac wzor

~

o) = _ f(¢) _
(1= F(t))In(1 - F())

(poréwnaj wzor (1)), otrzymujemy naturalny estymator intensywnosci sta-
rzenia przedstawiony na Rysunku 2. Analizujac jego wykres, mozemy przy-
ja¢, ze L(t) oscyluje wokét statej (na Rysunku 2 zaznaczona na czerwono,
wyznaczona metodg najmniejszych kwadratow prosta regresji dla punktow
(ti, L(t;))), co oznacza, ze zmienna T' ma rozklad Weibulla.

Aby wyestymowaé parametry dwuparametrowego rozktadu Weibulla, mozna

zastosowac¢ dostepng w programie Matlab funkcje wblfit opartg na metodzie
najwigkszej wiarygodnosci. Tak wyestymowane parametry majg nastepujace
wartosci: 7 = 1.5487, A = 0.0017.



Lty [

0 5 10 15 20 25 30 35
t [n]

~

Rysunek 1: Estymator jadrowy f(t)

Rysunek 2: Estymator L(t)
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Stosujac dalej dostepng w programie Matlab funkcje kstest, czyli test
zgodnosci Kolmogorowa, obliczamy statystyke KSSTAT = 0.1494 oraz p-
value, p = 0.7088, ktora swiadczy o tym, ze na poziomie istotnosci a < 0.7088
nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy o zgodnosci badanego rozktadu z
dwuparametrowym rozktadem Weibulla.

4.3.2 (G-uogblniona intensywnos¢é starzenia

Zaktadamy najpierw, ze, tak jak dotychczas, F' jest dystrybuanta czasu
zycia opisanego za pomocg absolutnie ciaglej zmiennej losowej X o no-
$niku (0, +00) oraz G jest dowolna rosnaca absolutnie ciagta dystrybuanta
o nosniku (0,400). W pracach [L2, L3] zostaly wprowadzone pojecia G-
uogdlnionej skumulowanej intensywnosci uszkodzen

Ror(r) = (G 'oF)(xr) dla z € (0,+00)
oraz (G-uogdlnionej intensywnosci uszkodzen

rar(z) = %Rgp(x) = e G{S?F)(x) dla z € (0,400).

Analogicznie mozna zdefiniowaé¢ G-uogélniona intensywnosé starzenia [O2]

_ rgr(r) x f(x) . -
Lor@) = g ) " @ T o @ (goG 1o B O *€0F00)

Zauwazmy, ze jezeli G jest dystrybuanta standardowego rozktadu wy-
ktadniczego Fxp(l), czyli G(z) = 1 — exp(—xz), dla z € (0,+00), funkcja
kwantylowa (funkcja odwrotna do dystrybuanty) G=!(z) = —In(1 — z) oraz
funkcja gestosci g(z) = LG(z) = exp(—x), to wtedy G-uogdlniona skumu-
lowana intensywnos¢ uszkodzen jest klasyczng skumulowang intensywnoscia
uszkodzen

Ror(r) = (G 1o F)(x) = —In(1 — F(z)) = Rp(z) ,
G-uogoblniona intensywnos¢ uszkodzen jest klasyczna intensywnoscig uszko-

dzen
I ) B i C) N
rerlt) = et e M) 1o F@) )
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a G-uogodlniona intensywnos¢ starzenia jest klasyczna intensywnoscig starze-

nia _xf(x)
(1= F(z))In(1 - F(z))

W praktyce czesto zdarza sie, ze czas zycia obiektu opisany jest za po-
mocg absolutnie cigglej zmiennej losowej o ograniczonym nosniku. Moze to
by¢ zwiazane z tym, ze awarie obiektu nie wystepuja poza czasem okreslonym
przez ten nosnik i wiemy, na pewno, ze w okresie poprzedajacym poczatek
nosnika obiekt dziata bezawaryjnie, natomiast w okresie nastepujacym po
koncu nos$nika obiekt juz na pewno nie dziata, czyli jego awaria jest niemoz-
liwa.

W zwigzku z tym bedziemy zakladac¢ dalej, ze F' jest dystrybuanta abso-
lutnie ciaglej zmiennej losowej X o ograniczonym nosniku (Ig, ur) C (0, +00).
Réwniez G moze by¢ rosnacg absolutnie ciggly dystrybuantg o ograniczonym
nosniku (lg, ug) C (0,4+00). Wtedy

LG,F(:U) = = LF(JZ')

0 dla z <lp,
L p(z) = (G*lca;F)(x) (goG{(li)F)(x) dla z € (Ip,ur), (3)
+00 dla x> up,

jest G-uogdlniong intensywnoscia starzenia zdefiniowana w [O1] oraz [L23].
Czyli przyjmujemy, ze w czasie wezesniejszym niz poczatek nosnika, kiedy
obiekt dziala bezawaryjnie, G-uogdlniona intensywno$¢ starzenia jest rowna
zeru, natomiast w czasie pdzniejszym niz koniec nosnika, kiedy obiekt na
pewno nie dziata, G-uogoélniona intensywno$¢ starzenia jest rowna +oco. Przy-
padek klasyczny, gdy G jest dystrybuanta standardowego rozktadu wyktad-
niczego

0 dla z <lp,
Lop(@) = Le() = troriiray da = € (lr,up),
+00 dla = > up,

zostal zdefiniowany w pracy [L4].

Charakteryzacje za pomocg G-uogdélnionej intensywnos$ci starzenia

Podobnie jak klasyczna intensywnosé¢ starzenia, takze (G-uogdlniona inten-
sywno$¢ starzenia charakteryzuje rozktad zmiennej losowej czasu zycia. W
zaleznosci od tego, czy nosnik dystrybuanty G jest przedzialem (0,+00),
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czy jest ograniczony, charakteryzacja dotyczy catej rodziny rozktadéw lub
jest jednoznaczna. Rozwazmy nastepujace cztery przypadki réznych typow
charakteryzacji za pomoca uogélnionej intensywnosci starzenia.

Twierdzenie 2 ([O1]). Niech G bedzie dystrybuantg o nosniku (Ig,ug) C
(0, +00) i niech L : (I,u) — (0, +00).

(i) Jezelilg =0, ug = +00 oraz
L L L
t
/ﬂdmm:/ﬂdt:/ﬁdt
t t t
a l a

dla kazdego | < a < b < u, wtedy L jest G-uogdlniong intensywnoscig
starzenia dla rodziny absolutnie cigglych dystrybuant postaci

[ Lt
Forx(z) =G | kexp /%dt dla = € (l,u),

a

dla dowolnego ustalonego | < a < u i kazdego k > 0.

(i) Jezelilg > 0, ug = +00 oraz

/a@dt<+oo=/u@dt

l a

dla kazdego | < a < u, wtedy L jest G-uogdlniong intensywnos$cig sta-
rzenia dla jednoznacznie okreslonej absolutnie cigglej dystrybuanty da-
nej wzorem

T

L(t
For(z) =G | lgexp /%dt dla x € (l,u).

!
(iii) Jezelilg =0, ug < +o00 oraz

u

/@dt<+oo=/a@dt

a

13



(iv)

dla kazdego | < a < u, wtedy L jest G-uogélniong intensywnos$cig sta-
rzenia dla jednoznacznie okreslonej absolutnie ciggtej dystrybuanty row-
nej

[ Lt
For(z) =G | ugexp —/%dt dla =z € (l,u).
Jezelilg > 0, ug < +00 oraz
[ Lt
/ %dt = In(ug) — In(lg),

l

wtedy L jest G-uogdlniong intensywnosciq starzenia dla absolutnie cig-
glej dystrybuanty jednoznacznie okreslonej jako

x

L(t
For(x) = G |lgexp /%dt
!
[L
= G | ugexp —/#dt dla =z € (l,u).

Zauwazmy, ze rodzina dystrybuant okre$lona w Twierdzeniu 2(i) ze skaluja-
cym parametrem k jest niezmiennicza ze wzgledu na parametr skali dystry-
buanty G.

Wilasnosci G-uogélnionej intensywnos$ci starzenia

Przedstawimy teraz dwie wtasnosci G-uogélnionej intensywnosci starzenia
zmiennej losowej X o nosniku (Ip, ur) C (0, +00) przy zalozeniu, ze G to do-
wolna rosnaca absolutnie ciagta dystrybuanta o nosniku (Ig, ug) C (0, +00).

Po pierwsze, G-uogblniona intensywnos¢ starzenia mozemy traktowac
jako elastycznosé (2) G-uogdlnionej skumulowanej intensywnosci uszkodzen

rer(®) _ & Rer()
%RG,F(JJ) %RQF(I)

Lap(x) = = ERg,p(2).
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Elastyczno$é moze by¢ interpretowana jako procentowy wzrost G-uogélnione;j
skumulowanej intensywnosci uszkodzen, gdy czas rosnie o niewielka wartosé

(zob. [O1]).

Po drugie, jezeli G-uogdlniona intensywnos¢ starzenia jest liniowa,
L(x) =~v+d0x dla z € (0,+00),

i G ma nosnik (0, +00), to zgodnie z Twierdzeniem 2(i) charakteryzuje ona
rodzine rozktadéw o dystrybuancie

Forx(z) =G (k" exp(dz)) dla z € (0,+00),

ze skalujacym parametrem 0 < kK < +o00.
W szczegdlnym przypadku, jezeli G jest dystrybuanta standardowego roz-
ktadu wyktadniczego, Fxzp(1),

G(x) =1—exp(—x) dla =z € (0,+00),

to liniowa G-uogdlniona intensywnosé¢ starzenia, L(z) = v + dx dla z > 0,
charakteryzuje rodzine modyfikowanych rozktadéw Weibulla, MW (v, A, d)
(zobacz [L11]), o dystrybuancie

Ferx(r) =1—exp(—kraz exp(dz)),

ze skalujagcym parametrem \ = K7
Jezeli natomiast G jest dystrybuanta standardowego rozktadu logarytmiczno-
normalnego, LN(0, 1),

G(z) = ®(lnz) dla =z € (0,+00),

to liniowa G-uogdélniona intensywnosé starzenia, L(x) = v+dx dlax > 0, cha-
rakteryzuje rodzinge modyfikowanych standardowych rozktadéw logarytmiczno-
normalnych (zobacz [O1]), MLN(0,1,v, A,0), o dystrybuancie

Fopn() = ® (In (k2 exp(3a)) (4)

ze skalujacym parametrem A\ = m%, gdzie ® oznacza dystrybuante standar-
dowego rozktadu normalnego.
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Analiza G-uogdlnionej intensywnosci starzenia na podstawie da-
nych

W ponizszym przyktadzie pokazujemy, jak za pomoca G-uogdlnionej inten-
sywnosci starzenia mozna zweryfikowaé¢ hipoteze, ze losowo wygenerowane
dane pochodza z pewnej parametrycznej rodziny rozktadow. W niektérych
sytuacjach (patrz Przyktad 1) rozklad czasu zycia moze by¢ trudny do rozpo-
znania na podstawie ksztattu funkcji gestosci, natomiast dla odpowiednio do-
branej dystrybunaty G o gestosci ¢ i funkeji kwantylowej G~!, G-uogdlniona
intensywnosé starzenia (3) ma relatywnie prosta forme.
Naturalnym estymatorem (G-uogélnionej intensywnosci starzenia jest

-~

) v fla)
G—1 (ﬁ(x)) g (G—l (ﬁ(m)))

gdzie f(x) oznacza nieparametryczny estymator funkcji gestosci, natomiast
F(x) = [ f(t)dt jest odpowiednim estymatorem dystrybuanty.

L, ~(z)

a.F dla =€ (lp,up), (5)

Przyktlad 2. Naszym zadaniem jest zweryfikowac hipoteze, ze modyfikowany
rozktad logarytmiczno-normalny jest wyj$ciowym rozktadem losowo wygene-
rowanej proby Xy, ..., Xy. Bez straty ogélnosci zaktadamy, ze rozktad ten
jest charakteryzowany przez dystrybuante modyfikowanego standardowego
rozktadu logarytmiczno-normalnego (4) dla nieznanych parametréw v, A, 6,

Fos(z) =@ (In((Az)"exp(dz))) = @ (0x +yInz +vyIn ) dla z € (0, +00),

gdzie ¢ oznacza dystrybuante standardowego rozktadu normalnego.

Z przedstawionych powyzej wlasnosci wynika, ze dla G(z) = ®(Inz),
bedacej dystrybuantg standardowego rozkitadu logarytmiczno-normalnego,
LN(0,1), G-uogdlniona intensywno$¢ starzenia modyfikowanego standardo-
wego rozkladu logarytmiczno-normalnego M LN (0,1,v, A, 0) jest liniowa

Lar, ,s(x)=~+dx dla z€(0,+00).

Sprawdzamy, czy odpowiedni estymator (5), G-uogdlnionej intensywnosci
starzenia dla wygenerowanej proby losowej ma rzeczywiscie ksztatt zblizony
do funkcji liniowe;j.

Przeprowadzamy nastepujace badanie symulacyjne. Generujemy N =
1000 niezaleznych zmiennych losowych o rozktadzie MLN(0,1,7,),9) dla
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parametrow v = 1, A\ = 3, 0 = 2. Estymator jadrowy funkcji gestosci fdla
wygenerowych danych jest przedstawiony na Rysunku 3. Niestety, ksztalt
tego wykresu nie pozwala stwierdzi¢, czy jest to gestos¢ modyfikowanego
rozktadu logarytmiczno-normalnego.

3.5

25}

15}

05

~

Rysunek 3: Estymator jadrowy f(x)

Sprobujmy zatem dokonaé analizy estymatora GG-uogolnionej intensyw-
nosci starzenia. Aby otrzymaé estymator (5), korzystamy z estymatoréw ja-
drowych funkcji gestosei fi dystrybunaty F , przy g(x) = @ i G Hx) =
exp(®~!(z)) bedacych, odpowiednio, funkcja gestosci i funkcja kwantylowa
standardowego rozktadu logarytmiczno-normalnego, LN (0, 1).

Jak widaé¢, wykres funkcji EG #(x) (Rysunek 4) nie rézni sie znaczaco
od funkcji liniowej, szczegdlnie po ’usuni(—;;ciu kilku odstajacych elementéw na
jego prawym koncu. To stanowi przestanke, zeby zaakceptowaé postawiona
wczesniej hipoteze, ze modyfikowany rozktad logarytmiczno-normalny jest
wyjsciowym rozkladem losowo wygenerowanej proby.

Bardziej formalne uzasadnienie otrzymujemy, przeprowadajac nastepu-
jaca procedure. Po pierwsze, za pomoca metody najmniejszych kwadratow
wyznaczamy prosta regresji dla punktow (X, L 7(X;)) (zaznaczona na czer-
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Rysunek 4: Estymator EG’ ()

wono prosta na Rysunku 4). Jej wspolezynnik kierunkowy i wyraz wolny
stanowig estymatory, odpowiednio, parametréw 6 = 2.3369 i ¥ = 0.9002.
Nastepnie, metoda najwigkszej wiarygodnosci otrzymujemy estymator

~ 1 < .
A = exp (—mzl (a lnXZ-+6XZ»)>

parametru A\. W naszym przyktadzie X = 2.6570. Teoretyczne parametry i
ich estymatory, otrzymane za pomoca wyestymowanej G-uogélnionej inten-
sywnosci starzenia, zostaly zebrane w Tablicy 1. Zauwazmy, ze estymatory
te sg dos¢ doktadne.

Tablica 1: Parametry M LN (0,1,7, A, 0)
| v [ A [0

Teoretyczne 1 3 2
Estymowane | 0.9002 | 2.6570 | 2.3369
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Ostatecznie, aby sprawdzi¢, czy wygenerowane dane rzeczywiscie sa zgodne
z zadanym rozktadem, stosujemy test zgodnosci x? dla danych pogrupowa-
nych w 20 klas (patrz Tablica 7.2 w pracy [O1]).

Dostepna w programie MATLAB funkcja chi2gof automatycznie taczy
pie¢ mato licznych klas i wyznacza statystyke x? = 7.3056 z v = 12 stopniami
swobody oraz p-value, p = 0.8368. Pozwala to stwierdzi¢, ze na poziomie
istotnosci @ < 0.8368 nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy o zgodnosci
badanego rozktadu z modyfikowanym rozktadem logarytmiczno-normalnym.

4.3.3 Zalezna od nosnika G-uogélniona intensywnosé starzenia

Ograniczenie nosnika moze by¢ takze zwigzane z tym, iz awarie obiektu sa
obserwowane tylko przez pewien okreslony czas. Na przyktad ograniczenie
noénika z dotu moze by¢ zwiazane z tym, ze albo nie ma mozliwosci obserwo-
wania obiektu przez pewien poczatkowy okres jego dziatania, albo w zwigzku
z okresem gwarancji, w momencie awarii obiekt jest natychmiast wymieniany
na nowy, czego uzytkownik nie jest nawet swiadomy i zaczynamy obserwa-
cje awarii dopiero po okresie gwarancji. Ograniczenie no$nika z géry moze
by¢ natomiast zwigzane z tym, iz obserwujemy czas zycia obiektu tylko do
pewnego momentu, gdyz wiadomo, ze pewne obiekty raczej nie zyja dhu-
zej niz okreslony czas (np. dtugosé zycia ludzkiego obserwujemy tylko przez
110 lat) lub Ze po pewnym okreslonym czasie dziatania, obiekt jest wymie-
niany na nowy i obserwujemy awarie tylko do momentu jego wymiany. W
analogicznych przypadkach poczatek no$nika bedziemy nazywaé poczatkiem
obserwacji, a koniec nosnika, koncem obserwacji obiektu.

W opisanych sytuacjach wazne jest, by przy wyznaczaniu G-uogdlnione;j
intensywnosci starzenia uwzglednié¢ nosénik (I, ur) C (0, 4+00) analizowanego
rozkladu czasu zycia X o dystrybuancie F' oraz nosnik (Ig,ug) C (0, +00)
rosnacej absolutnie ciggtej dystrybuanty GG. Rozwazmy najpierw przypadek
gdy G jest dystrybuanta standardowego rozktadu wyktadniczego Fxp(1).
Wtedy zalezna od nosnika klasyczna intensywnos¢ starzenia, zdefinowana w
(O3], ma postaé

. () — rF<;Ij) _ (lF—.’ﬂ)f(x)
a.r(r) = Lp(r) = — Re(z) (1—F(z)In(l— F(z))

rz—Ilp

dla z € (Ip, up).

Natomiast gdy G jest dowolng rosnacg absolutnie ciagly dystrybuanta o no-
sniku (Ig, ug) C (0,400), to zalezna od nosnika G-uogdlniona intensywnosé
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starzenia, zdefinowana w [O1] oraz [L.24], dla z € (Ip,up), réwna si¢

s (JZ) o 1TG,F(:E) _ (ZL‘ - lF) f([E) (6)

~ LRy () (G oF)(x) —lg) (9o G o F)(x)

Charakteryzacje za pomoca zaleznej od nosnika G-uogdélnionej in-
tensywnosci starzenia

Réwniez zalezna od no$nika G-uogoélniona intensywno$é starzenia charakte-
ryzuje rozktad zmiennej losowej czasu zycia. W zaleznosci od tego, czy koniec
ug nosnika dystrybuanty G jest skonczony, czy nie, charakteryzacja jest jed-
noznaczna lub dotyczy catej rodziny rozktadow. Rozwazmy nastepujace dwa
przypadki charakteryzacji za pomocg zaleznej od nosnika G-uogdlnionej in-
tensywnosci starzenia.

Twierdzenie 3 (|O1]). Niech G bedzie dystrybuantg o nosniku (lg,ug) C
(0,400) i niech L* : (I,u) — (0, +00).

(i) Jezeli 0 < lg < ug = +00 oraz

b a
L5(t) O /LS(t)
/t_ldt<+oo—/t_ldt— t—ldt
l

a a

dla kazdego | < a < b < wu, wtedy L® jest zaleing od nosnika G-
uogolniong intensywnosciq starzenia dla rodziny absolutnie ciggtych
dystrybuant postaci

x LS
Forsn(x) =G | lg+ kexp /tT(tl)dt dla = € (l,u),

a

dla dowolnego ustalonego | < a < u 1 kazdego k > 0.

(il) Jezeli 0 <lg < ug < +0o0 oraz

a

[ L5(t) A0
/t_ldt<+00—/t_ldt

a l
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dla kazdego | < a < u, wtedy L® jest zaleing od nosnika G-uogolniong
intensywnoscig starzenia dla jednoznacznie okreslonej absolutnie cig-
glej dystrybuanty danej wzorem

u

For(x) =G | lg+ (ug — lg) exp —/

xT

L (1)
t—1

dt dla z € (l,u).

Zauwazmy, ze rodzina dystrybuant okre$lona w Twierdzeniu 3(i) ze skaluja-
cym parametrem s jest niezmiennicza ze wzgledu na parametr skali i poto-
zenia dystrybuanty G.

Zwiazki zaleznej od no$nika G-uogdlnionej intensywnos$ci starzenia
z porzadkiem gwiazdzistym

Dla G bedacej dowolng rosnaca absolutnie ciagta dystrybuanta o nosniku
(lg,uq), zalezna od no$nika G-uogélniona intensywnosé starzenia badanego
obiektu (o czasie zycia opisanym za pomoca zmiennej losowej absolutnie
ciagtej X o dystrybuancie F' i no$niku (Ir, ur)) ma zwiazek z wprowadzonym
w [L6] zaleznym od nosnika porzadkiem gwiazdzistym.

Dla dystrybuant F', G o nosnikach (Ip, ur), (lg,ug) C (0, +00), méwimy,
ze F poprzedza (jest nie wicksza od) G w zaleznym od nosnika porzadku
gwiazdzistym, co zapisujemy F =<, G, wtedy i tylko wtedy, gdy funkcja
% jest niemalejaca na przedziale (Ip, ur).

. s s s , . . . G Y w)=ls - .
Powyzsza wtasnosé jest rownowazna temu, ze funkcja F*E% Jest nie-

malejaca na przedziale (0,1), co jest rbwnowazne temu, ze, przesunieta do
poczatku uktadu wspétrzednych, funkcja kwantylowa G~!(u) — lg ro$nie na
przedziale (0,1) co najmniej tak szybko jak, przesunieta do poczatku uktadu
wspotrzednych, funkcja kwantylowa F~!(u) — [. To jest z kolei réwnowazne
temu, ze dystrybuanta F'(z + [r), obliczona dla argumentu przesunietego
do poczatku dodatniej potosi, moze przecia¢ dystrybuante G(x + lg), obli-
czong dla argumentu przesunietego do poczatku dodatniej potosi, tylko raz,
z dotu do géry. W konsekwencji oznacza to, ze zawodnosé pierwszego obiektu
(ktorego czas zycia opisany jest za pomoca dystrybuanty F') wyznaczona od
poczatku obserwacji tego obiektu, moze by¢ od pewnego momentu wigksza
niz zawodnos¢ drugiego obiektu (ktérego czas zycia opisany jest za pomoca
dystrybuanty ) wyznaczona od poczatku obserwacji drugiego obiektu.
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W natepujacych trzech faktach przedstawiony zostanie zwigzek zaleznej
od nos$nika G-uogdlnionej intensywnosci starzenia z porzadkiem gwiazdzi-
Stym.

Fakt 1 ([O1]). L p(7) > a (L p(r) < ), © € (lrp,ur) <= funkcja
G_l(u)—lG

T e Jest niemalejgca (nierosngca) dla u € (0,1).

Wynika stad, ze zalezna od no$nika G-uogoélniona intensywnos¢ starzenia
zmiennej losowej o dystrybuancie F jest wieksza badZ réwna « (odpowiednio
mniejsza badz réwna «) wtedy i tylko wtedy, gdy, przesunieta do poczatku
uktadu wspotrzednych, funkcja kwantylowa G~1(u) — g roénie na przedziale
(0,1) co najmiej (odpowiednio co najwyzej) tak szybko jak a potega, przesu-
nietej do poczatku uktadu wspotrzednych, funkcji kwantylowej F~!(u) — Ip.

Fakt 2 ([O1]). L p(z) > 1 (Lgp(z) < 1), @ € (Ip,up) < F =, G
(F >, G).

Gdy a = 1, oznacza to, ze dystrybuanta F' jest nie wigksza (odpowied-
nio nie mniejsza) niz dystrybuanta G w porzadku gwiazdzistym, czyli ze
zawodno$¢ obiektu, ktorego czas zycia opisany jest za pomoca dystrybuanty
F', wyznaczonej od poczatku obserwacji tego obiektu, moze by¢ od pewnego
momentu wieksza (odpowiednio mniejsza) niz zawodnos$é drugiego obiektu,
ktorego czas zycia opisany jest za pomocg dystrybuanty G, wyznaczonej od
poczatku obserwacji drugiego obiektu.

Fakt 3 ([O1]). Li.(x) > 1 (L3(x) < 1), z € (lp,up) <= F <, G (F =, G),
gdzie G jest dystrybunatq rozktadu Exp(1).

W przypadku zaleznej od nosnika klasycznej intensywnosci starzenia ozna-
cza to, ze jest ona wigksza badz réwna 1 (odpowiednio mniejsza badZz réwna
1) wtedy i tylko wtedy, gdy F' jest nie wigksza (odpowiednio nie mniejsza)
w porzadku gwiazdzistym niz dystrybuanta rozktadu Exp(1). Czyli ze za-
wodno$¢ obiektu, ktorego czas zycia opisany jest za pomocg dystrybuanty
F', wyznaczona od poczatku obserwacji tego obiektu, jest od pewnego mo-
mentu wieksza (odpowiednio mniejsza) niz zawodnosé drugiego obiektu, kto-
rego czas zycia opisany jest za pomoca dystrybuanty standardowego rozktadu
wyktadniczego.
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Liniowa zalezna od nos$nika G-uogdélniona intensywno$¢ starzenia
Jezeli zalezna od nosnika G-uogoélniona intensywno$c¢ starzenia jest liniowa,

L*(x)=A+ Bz dla z € (I,+00),

i G ma nosnik (lg, +00), to zgodnie z Twierdzeniem 3(i) charakteryzuje ona
rodzine rozktadéw o dystrybuancie

Forn(x) =G (lg+ k(x — )" Plexp(B(z — 1)) dla z € (I, +00),

ze skalujacym parametrem 0 < k < +00.
W szczegdlnym przypadku, jezeli G jest dystrybuantg trzyparametrowego
(przesunietego) rozktadu Weibulla, W3(vq, Ag, la),

G(z)=1—exp(—Ag(z — 1)),

to liniowa zalezna od nosnika G-uogdélniona intensywnosé starzenia, L*(z) =
A+ Bz dla x > [, charakteryzuje rodzing przesunietych modyfikowanych
rozktadéw Weibulla (zobacz [O1]), SMW (yp, Ar, 0r,lr), 0 dystrybuancie

Forsn(z) =1—exp(— (Ap(x —Ip)) " exp(dp(z — 1)) dla z € (Ig,+00),

z parametrami vp = yg(A+ Bl), 0p = v¢ B, lp = [ i ze skalujacym parame-

trem A\p = /WG(A1+BZ>.
Jezeli natomiast G jest dystrybuanta rozkladu Pareto I (zob. [L10]),
PI(Ag,&a),

Glz)=1—(\gz)™¢ dla z¢€ (i,—i—oo) ,
Ye

to liniowa G-uogdlniona intensywnos¢ starzenia, L*(x) = A+ Bx dla x > I,
charakteryzuje rodzine modyfikowanych rozktadéw Pareto IV (zobacz [O1]),
MPIV (yp, Ap,&F, 0p, ), o dystrybuancie

1 9
Fo (@) = 1= 1+ (\p(x = 1)) 7% exp(ép(e — )|~ dla @ € (Ip, +00),

z parametrami vy = ﬁ, &r = &g, 0 = B, lp = 1 i ze skalujacym parame-

1
trem A\p = K4A+B1,
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4.3.4 Porzadek intensywnosci starzenia

Na podstawie funkcji intensywnosci starzenia mozna zdefiniowa¢ porzadek
intensywnosci starzenia zwany w literaturze Al porzadkiem (zobacz [L17]).
Porzadek ten pozwala okresli¢, ktéry z dwoch obserwowanych obiektéw ma
mniejszg tendencje starzenia. Zauwazmy, ze wszystkie porzadki stochastyczne
mozna definiowaé¢ zarowno dla dystrybuant jak i dla zmiennych losowych.

Klasyczny porzadek Al

Niech X 1Y beda absolutnie ciggltymi zmiennymi losowymi o dystrybuan-
tach Fy i Fy oraz wsp6lnym nosniku (0, +00), opisujacymi czas zycia dwoch
roznych obiektéw. Mowimy, ze X jest nie mniejsza od Y w porzadku inten-
sywnosci starzenia Al, gdy dla wszystkich x € (0, +00), intensywnos¢ sta-
rzenia Lp, jest nie wigksza niz intensywnos¢ starzenia Lp,. , co zapisujemy w
nastepujacy sposob:

XraY < LFX(iK) < LFY(Q?).

Oznacza to, ze jezeli zmienna losowa X ma mniejsza (nie wieksza) funkcje
intensywnosci starzenia niz zmienna losowa Y, to X jest wieksza (nie mniej-
sza), czyli lepsza (nie gorsza), w porzadku AI, X >,; Y. Zatem obiekt,
ktorego czas zycia opisany jest za pomocg zmiennej losowej X ma mniejsza
tendencje starzenia niz obiekt, ktérego czas zycia opisany jest za pomoca
zmiennej losowej Y.

Porzadek sGAI

W pracy [O1] oraz [L24] zostal zdefiniowany porzadek zaleznej od nosnika G-
uogolnionej intensywnosci starzenia sGAI. Zaktadamy, ze X 1Y to absolutnie
ciagte zmienne losowe o dystrybuantach Fx, Fy inosnikach (g, up, ), (Ig,, U, )
C (0,400), a G to dowolna rosnaca absolutnie ciagta dystrybuanta o no-
$niku (Ig,ug) C (0,400). Wtedy méwimy, ze X jest nie mniejsza od YV w
porzadku zaleznej od nosnika G-uogélnionej intensywnosci starzenia sGAI,
gdy lpy <lpy,up, <up, idla wszystkich x € (Ip,,up, ), zalezna od nosnika
G-uogdlniona intensywnosc¢ starzenia Lg; r, jest nie wigksza niz zalezna od
nosnika G-uogélniona intensywnos¢ starzenia Lg ., co zapisujemy nastepu-
jaco:
X zear Y = Lgp (2) < Lgp, ().
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Mozna pokazaé, ze dla pewnych klas rozktadéw, jezeli odpowiednie parame-
try rozktadéw sa uporzadkowane, to miedzy rozktadami zachodzi porzadek
zaleznej od nosnika G-uogdlnionej intensywnosci starzenia sGAI (zob. [O1]).

Porzadek aAl

Szczegblnym przypadkiem porzadku sG AT jest porzadek zdefiniowany w [O2]
dla G bedacej dystrybuanta uogdélnionego rozktadu Pareto ([L19])

x>0, a <0,
O<z<i, a>0,
1 —exp(—z) dla x>0, a=0.

1—(1—az)a dla {

Zauwazmy, ze dla ujemnych « jest to dystrybuanta rozktadu Pareto II
(zwanego rozkladem Lomaxa, zobacz m.in. [L13]), dla dodatnich « — dystry-
buanta rozktadu potegowego ([L19]), a dla o = 0 — dystrybuanta standardo-
wego rozktadu wyktadniczego.

Zauwazmy ponadto, ze jezeli X jest absolutnie ciggla zmienna losowsq
o dystrybuancie F' i no$niku (0, +00), a G jest dystrybuantg uogdlnionego
rozktadu Pareto, to zalezna od no$nika G-uogdlniona intensywnos¢ starzenia
(3) i G-uogdlniona intensywnos¢ starzenia (6) sa sobie réwnowazne Liy, 5 =
Ly, r. Bedziemy je dalej oznaczac przez L p.

Zaktadamy teraz, ze X i Y sg absolutnie ciggtymi zmiennymi losowymi
o dystrybuantach Fy, Fy i wspolnym nosniku (0, 4+00), natomiast G jest
uogolnionym rozktadem Pareto. Wtedy méwimy, ze X jest nie mniejsza od Y
w porzadku a-uogdlnionej intensywnosci starzenia, X =,4; Y (zobacz [02]),
gdy dla wszystkich = € (0, +00), a-uogdlniona intensywnos¢ starzenia L g,
jest nie wigksza niz a-uogélniona intensywnosc¢ starzenia L, p, , co zapisujemy
w nastepujacy sposob:

X iaAI Y <— La,FX (IE) S LO&,Fy(‘/L‘)‘

Rozwazmy nastepujace szczegélne przypadki a Al porzadku.
Dla a = 0, porzadek 0AI to klasyczny porzadek Al.

Dla a = 1, porzadek 1Al jest réwnowazny porzadkowi odwroconego ha-
zardu
XY <= X =z,
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gdzie porzadek odwrdconego hazardu jest zdefiniowany w nastepujacy spo-
s6b. Dla kazdego = € (0, +00) zachodzi

X irhY < %FX(ZE) Z ’I%FY(ZE),

a funkcja 7 zwana odwrdcona intensywnoscia uszkodzen (odwréconym ha-
zardem) jest zdefiniowana jako

_ fx(@)  fx(x)
Fx(z) P(X <ux)

%FX (ZL“)

i jest interpretowana jako chwilowy spadek niezawodnosci obiektu, ktory na-
stepuje tuz przed chwilg = (zaktadamy, ze po chwili z obiekt juz nie dziatal).

Dla a = n € N, porzadek nAI jest rownowazny porzadkowi odwrdconego
hazardu dla pierwszych statystyk porzadkowych

X jnAI Y < Xl:n trh len
Dla a = —1, porzadek —1AI jest réwnowazny porzadkowi LOR
X2 aY <= X <iorY,

gdzie porzadek LOR (wprowadzony w pracy [L18]) jest zdefiniowany w na-
stepujacy sposéb. Dla kazdego = € (0, +00) zachodzi

X »10rY <— LORFX(lE) < LORFY((L'), (7)

a funkcja LOR (log-odds rate) jest zdefiniowana jako

(=)

LORR™) = ) e (@)

=TFrx ([L’) + %Fx (1’)

i moze by¢ interpretowana jako chwilowy spadek niezawodno$ci obiektu,
ktory nastepuje w chwili x (zaktadamy, ze obiekt dziatal poprawnie do chwili
x, a po chwili x obiekt juz nie dziatat).

Nastepujgcy fakt ilustruje zaleznosci miedzy porzadkiem aAl a porzad-
kiem LOR (7) i dwoma znanymi w teorii niezawodono$ci porzadkami: po-
rzadkiem hazardowym postaci

X =Y = rp () <rp(x),
i klasycznym porzadkiem stochastycznym, zdefiniowanym jako

X =aY < Fx(z) < Fy(zr) <= Fx(x) > Fy(x).
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Fakt 4 ([02]). Dla absolutnie ciggltych zmiennych losowych X, Y z dystry-
buantami Fx, Fy, gestosciami fx, fy i wspdlnym nosnikiem (0, 400)

(i) jezeli istnieje B € R, takie Ze dla wszystkich o < 8 zachodzi X =aar1 Y,
to X thr Y,

(i) jezeli istnieje B € R, takie Ze dla wszystkich o >  zachodzi X <441 Y,
to X tst Y;

(iil) jezeli X =4 Y i X <porY, to X <pa1 Y dla a > —1,

(iv) jezeli X =Y i X =or Y, to X =oar Y dla o < —1.

4.3.5 Dyskretne intensywno$ci starzenia

Zauwazmy, ze czesto nieujemna dyskretna zmienna losowa o wartosciach cat-
kowitych lepiej opisuje zycie obiektu niz zmienna losowa ciggta. Dotyczy to na
przyktad: liczby operacji zakonczonych sukcesem przed uszkodzeniem obiektu
(liczby wykonanych fotokopii przed uszkodzeniem drukarki), liczby wlaczen
1 wylaczen jakiego$ elektrycznego urzadzenia do momentu jego uszkodzenia,
liczby dni hospitalizacji lub liczonej w latach dtugosci zycia ludzkiego.

Zatézmy wiec, ze K jest dyskretna zmienng losowa o nosniku {1,2,...}.
Przez F(k) = P(K < k) oznaczmy jej dystrybuante, przez F(k) = 1—F (k) =
P(K > k) funkcje niezawodnosci, a przez P(K = k) = F(k — 1) — F(k) =
F(k) — F(k — 1) funkcje rozkladu prawdopodobienistwa tej zmiennej K.

W [L20] zdeﬁniowano intensywnos¢ uszkodzen dla rozktadéw dyskretnych

jakor(k) = —In F(k 1 dla k = 1,2, ... (analogia do przypadku ciagtego, gdzie
T dln
r(x) = % = ——di( )).
W takim razie, dla k = 1,2, ..., Srednia intensywnos¢ uszkodzen moze by¢

k
zdefiniowana jako H (k) = ¢ > r(i) = —1 In F(k), a dyskretna intensywnos¢
i=1

_rk) [ WF(k-1)
L(’“)‘H@)‘k{l a0 ]

Natomiast, jezeli definiujemy dyskretng intensywnos¢ starzenia przez ana-

logie do ciagtej intensywnosci starzenia okreslonej jako L(z) = ;1((?) = F(;)I 1{1 (%)(x)

starzenia jako
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_ dn (—In F(x))

. to otrzymujemy nastepujaca funkcje

In F(k)

* In F(k—1
L*(k) = ﬁ dla k=23,..
k—1

)

ktora bedziemy nazywac¢ dyskretng alternatywna intensywnoscig starzenia.
Zauwazmy, ze pomiedzy dyskretng intensywnoscig starzenia a dyskretng
alternatywna intensywno$cia starzenia zachodzi natepujaca zaleznosé

W literaturze [L27] znany jest fakt, ze intensywnos¢ uszkodzen r dyskret-
nej zmiennej losowej K o nosniku {1,2,...}, w jednoznaczny sposéb okresla
rozktad tej zmiennej

k

F(k) =1—exp (—Zr(z)) dla k=1,2,..

=1

W pracy [O6] pokazano, ze réwniez znajac dyskretng intensywnosé starzenia
lub dyskretnag alternatywna intensywnos¢ starzenia zmiennej losowej mozemy
scharakteryzowac¢ rozktad tej zmiennej. Tak jak dla przypadku ciagtego nie
jest to charakteryzacja jednoznaczna.

Twierdzenie 4 ([O6]). Niech L : {1,2,...} — (0,+00) spelnia nastepujgce

warunki:
[[(-52)] < T[]

i=2
dla wszystkich k € {2,3,...}. Wtedy L jest dyskretng intensywnosciq starzenia
rodziny zmiennych losowych o nosniku {1,2,...} i dystrybuancie postaci

f[(l—@ﬂ dla k=2,3,...

i kazdego k € (0,400), gdzie F((1) =1 — exp(—k).

F(k)=1—exp{ —K
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Twierdzenie 5 ([O6]). Niech L*: {2,3,...} — (0,400) spetnia nastepujgce

warunks:
k ; L* (i) +o0 ; L* (i)
< =
H(i—l) oo 11(@—1)

=2

dla wszystkich k € {2,3,...}. Wtedy L* jest dyskretng alternatywnqg intensyw-
nosciq starzenia rodziny zmiennych losowych o nosniku {1,2, ...} i dystrybu-

ancie
k ; L*(4)
H( ) ” dla k=23, ..
Pl 1—1

i kazdego k € (0,+00), gdzie F(1) = 1 — exp(—k).

F(k)zl—exp{—ﬁ

Oznacza to, ze znajac dyskretng intensywno$¢ starzenia lub dyskretng al-
ternatywng intensywnos¢ starzenia zmiennej losowej, opisujacej na przyktad
liczbe poprawnie wykonanych operacji do momentu uszkodzenia obiektu, mo-
zemy rozpoznaé rodzine rozktadéw dyskretnych, do ktérej ta zmienna nalezy.
Jest to rodzina z pewnym skalujacym parametrem k. Pozostate parame-
try otrzymanej rodziny rozktadéw mozna wyznaczy¢ na podstawie jednej z
dwoch dyskretnych intensywnosci starzenia. W niektorych przypadkach cha-
rakteryzacja za pomoca jednej z tych funkcji moze by¢ prostsza, ze wzgledu
na tatwiejszy do rozpoznania ksztatt funkcji. Na przyktad dla dyskretnego
rozktadu Weibulla (I) (patrz [L.16]) dyskretna alternatywna intensywnos¢ sta-
rzenia jest funkcjg stala, a dyskretna intensywnos¢ starzenia jest trudniejsza
do identyfikacji funkcja wymierng. Natomiast dla rozktadu geometrycznego
obie funkcje sa state i réwne 1 [O6].

4.3.6 Charakteryzacje za pomocg wektora intensywnosci starze-
nia

W teorii niezawodnosci do analizy czasu zycia ukladow ztozonych z dwdéch

sktadowych uzywa sie czesto dwuwymiarowych zmiennych losowych absolut-

nie cigglych. Niech zatem (X7, X5) bedzie dwuwymiarowa absolutnie ciagla

zmienna losowa o no$niku (0, +00) X (0, +00). Dla takiej zmiennej definujemy

nastepujace funkcje:

o F(r,y) = P(X| >z, X, >y) funkcja niezawodnosci,
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o F(z,y) = P(X <z,Y <y)=1-F(z,0)— F(0,y) + F(z,y) dystry-
buanta,

0°F(x, 0°F(x,
d f(I y) 8:c(é9yy) 8x8yy)

funkcja gestosci.
Ponadto mozna dla niej wyznaczy¢:

e r(z,y) = (ri(z,y),r2(z,y)) gradient intensywnosci uszkodzen ([L9)]),

OlnF(zy) - _ OlnF(zy)
- O 1 Tg(l',y) - y )

gdzie ri(x,y) =
e H(z,y) = (Hi(x,y), Ho(x,y)) wektor srednich intensywnos’ci uszko-
1

dzeti, gdzie Hy(z,y) =% [ri(u,y)du i Hg(xy——frngdv
0

o L(x,y) = (Ll(x,y), Lg(:v,y)) wektor intensywnosci starzenia, gdzie

( ) ( y) _9InF(z,y) ( ) " (CE y) _Olng(z,y)
Li(x,y L = O i Lo(x,y) = #24% = —/—%
Hl(m y) ifrl(u,y)du ’ HQ(xyy) %f’l"Q(i{U)d’U
0 0

W literaturze znany jest fakt, ze gradient intensywnosci uszkodzen dwu-
wymiarowej zmiennej losowej absolutnie ciggtej jednoznacznie determinuje
jej rozktad. Zauwazmy, ze dla zmiennych dwuwymiarowych znajac gradient
intensywnosci uszkodzen, tatwiej jest wyznaczy¢ funkcje niezawodnosci niz
dystrybuante.

Fakt 5 ([L12]). Gradient intensywnosci uszkodzern r dwuwwymiarowej zmien-
nej losowej absolutnie cigglej (X,Y) o nosniku (0,+00) x (0,+00) jedno-
znacznie determinuje jej funkcje niezawodnosci F' poprzez nastepujgce zalez-
nosci.

(a) Po pierwsze, F moze byé okreslona jako

Y

F(0,y) = exp _/TQ(O,U>dU dla y € (0,400),
0

F(x,y) = F(0,y)exp —/rl(u,y)du dla x,y € (0,4+00).
0
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(b) Podobnie , F moze byé okreslona jako

xT

F(x,0) = exp —/rl(u,O)du dla x € (0,+00),

0
Yy

F(z,y) = F(z,0)exp —/rg(:v,v)dv dla z,y € (0,400).

0

Zmajac wektor intensywnosci starzenia dwuwymiarowej zmiennej losowej
absolutnie ciagtej mozna takze scharakteryzowaé jej rozktad, ale nie jest to
charakteryzacja jednoznaczna.

Twierdzenie 6 ([O1]). Niech Ly, Ly : [0,+00) x [0, +00) — [0,400) spel-
niajg nastepujgce warunki:

c a “+o00
/Ll(u’y)du < 400 = / Ll(u7y)du — / Ll(uay)du
u u u

a 0 a
d I b I +ooL
/ 2<x7v)dv< +OO:/ Z(x’v)dvz / 2<x7v)dv
v v v
b 0 b

dla wszystkich 0 < a < ¢ < 400 and 0 < b < d < 4o0. Wtedy L =
(Ll, Lg) jest wektorem intensywnosci starzenia rodziny rozktadow o funkcji
niezawodnosci danej wzorami.

(a) Po pierwsze, F moZe by¢ dana jako

_ L (0,
F(0,y) = exp |—rgexp L2(0,v)

)l
)|

Fla,y) = exp |~k + (K1 — k1o exp(

— — F

F(x,y) = F(0,y)exp |exp / u,y)d In (a.y) :
u
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dla dowolnych ki, ke, K12, spetniajgcych zaleznosci 0 < k; < K1g < +00
dlai=1,2 oraz 1 —exp(—k1) —exp(—kKa) +exp(—ri12) > 0 i dowolnych
a,b> 0.

(b) Podobnie, F moZe by¢ dane jako,

_ [ Li(u,0
F(z,0) = exp |—kKiexp /M

a

du ,
u

— L (u, b
F(z,b) = exp |—f2+ (K2 — Ki2) exp e

z,b)
7( 0y

Yy
— — L
F(z,y) = F(x,0)exp |exp /#dv In

b

dla dowolnych k1, Ko, K12, spetniajgcych zaleznosci 0 < k; < K13 < +00
dlai=1,2 oraz 1 —exp(—k1) — exp(—kKa) +exp(—k12) > 0 i dowolnych
a,b> 0.

Co wiecej, dla pewnych okreslonych dwuwymiarowych absolutnie cigglych
zmaiennych losowych, paremetry ki, ko, Kio muszq spetniac dodatkowe wa-
runki, zalezne od witasnosci tgczne;j funkcji niezawodnosci.

Oznacza to, ze znajac wektor intensywnosci starzenia zmiennej losowej
dwuwymiarowej absolutnie ciaglej, opisujacej na przyktad czas zycia uktadu
ztozonego z dwoch sktadowych, mozemy rozpoznaé rodzing rozktadéw dwu-
wymiarowych absolutnie ciggtych, do ktorej ta zmienna nalezy. Jest to ro-
dzina ze skalujacymi parametrami k1, kg9, k1. Pozostate parametry rozktadu
sg ustalone i da sie je wyznaczy¢ na podstawie wektora intensywnosci sta-
rzenia.

W literaturze niezawodnosciowej znany jest rozktad zwany dwuwymiaro-
wym rozktadem Weibulla, BVW (ay, g, A1, A, A3), takize dlax, y € (0, +00),
parametry Ay, Ay > 0, 0 < A3 < Ao, g, > 0 oraz

e funkcja niezawodnosci dana jest wzorem

F(x,y) = exp [~ (A\x™ + Aoy2 + Azz®1yo2)],
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e gradient intensywnosci uszkodzen réwna sie
’l"(l’, y) = (alxalil ()\1 + )\3y°‘2) 7a2ya271 ()\2 + )\3Ia1) ),

e a wektor intensywnosci starzenia ma obie wspotrzedne state
L(I’, y) - (0517 042) .

Szczegbdlnym przypadkiem dwuwymiarowego rozktadu Weibulla dla oy =
ay = 1 jest dwuwymiarowy rozktad wyktadniczy BV Exp(A1, A2, A3) (zdefi-
niowany w pracy [L7]). Dla wspomnianych powyzej rozktadéw z Twierdzenia
6 wynika, ze

L(z,y) = (al,ag) < (X, X3) ma rozklad BVW (o, as, A1, Ao, A3),
oraz
L(x,y) = (1,1) < (Xi1,X3) ma rozkltad BV Exp(Ai, Ag, A3).

Przyklad 3. Z analizowanego przyktadu wynika, ze znajac wektor intensyw-
noéci starzenia zmiennej losowej dwuwymiarowej absolutnie ciaglej, mozemy
rozpoznaé rodzine rozkltadow, do ktérej ta zmienna nalezy. Dane ([L.14]) do-
tycza meczéw pitkarskich na etapie grupowym Ligi Mistrzow UEFA w la-
tach 20042005 i 20052006, w ktorych co najmniej jeden gol (traktowany
jako porazka druzyny przeciwnej) zostal strzelony z rzutu bezposredniego
przez dowolng druzyne i co najmniej jeden gol zostal strzelony przez dru-
zyne gospodarzy (Tablica 2), gdzie X jest czasem (w minutach) pierwszego
gola strzelonego z rzutu bezposredniego przez dowolng druzyne, a X, czasem
pierwszego gola dowolnego typu strzelonego przez druzyne gospodarzy.

Na podstawie wstepnej analizy wykresu wektora L(m y) = (Ll(ZL‘ Y), Lg(fv Y))
(Rysunek 5) mozemy przyjaé, ze oscyluje on wokét wektora o statych wspot-
rzednych (1,1). Zgodnie z Twierdzeniem 6 oznacza to, ze zmienna (X, X5)
ma dwuwymiarowy rozktad wyktadniczy.

Nasze badania potwierdzaja wyniki otrzymane w pracy [L21], gdzie wy-
znaczono estymatory parametréw BVExp(/\l, A2, /\3) metoda Monte Carlo z

wykorzystaniem tancuchéw Markowa, A\ = 0. 0238, Ao = 0. 0293, )\3 = 0.0001.

Analogiczne wyniki dotyczace charakteryzacji dwuwymiarowych zmien-
nych losowych dyskretnych za pomoca wektoréw dyskretnych intensywnosci
starzenia, zostaly przedstawione w pracy [O4].
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Tablica 2: Liga Mistrzéw UEFA

2005-2006 X1 Xo 2004-2005 X1 X2
Lyon—Real Madrid 3-0 26 20 Internazionale—Bremen 2—0 34 34
Milan—Fenerbahce 3-1 63 18 Real Madrid—-Roma 4-2 53 39
Chelsea—Anderlecht 1-0 19 19 Man. United—Fenerbahce 6-2 54 7
Club Brugge-Juventus 1-2 66 85 Bayern-Ajax 4-0 51 28
Fenerbahce-PSV 3-0 40 40 Moscow—PSG 2-0 76 64
Internazionale-Rangers 1-0 49 49 Barcelona—Shakhtar 3-0 64 15
Panathinaikos—Bremen 2-1 8 8 Leverkusen—-Roma 3-1 26 48
Ajax—Arsenal 1-2 69 71 Arsenal-Panathinaikos 1-1 16 16
Man. United—Benfica 21 39 39 Dynamo Kyiv—Real Madrid 2-2 44 13
Real Madrid—Rosenborg 4-1 82 48 Man. United—Sparta 4-1 25 14
Villarreal-Benfica 1-1 72 72 Bayern-M. Tel-Aviv 5-1 55 11
Juventus—Bayern 2-1 66 62 Bremen-Internazionale 1-1 49 49
Club Brugge—Rapid 3-2 25 9 Anderlecht—Valencia 1-2 24 24
Olympiacos—Lyon 14 41 3 Panathinaikos—PSV 4-1 44 30
Internazionale—Porto 2—1 16 75 Arsenal-Rosenborg 5-1 42 3
Schalke-PSV 3-0 18 18 Liverpool-Olympiacos 3—1 27 47
Barcelona—Bremen 3-1 22 14 M. Tel-Aviv—Juventus 1-1 28 28
Milan—Schalke 3-2 42 42

Bremen—Panathinaikos 5-1 2 2

Rapid-Juventus 1-3 36 52

1

0

Rysunek 5: Estymator Z(m, Y)

4.3.7 Podsumowanie

Na podstawie przeprowadzonych badan pokazano, ze funkcje intensywnosci
starzenia moga shuzy¢ do charakteryzacji zmiennych losowych opisujacych



czas zycia obiektu. W niektorych sytuacjach byly to charakteryzacje jed-
noznaczne, ale w wiekszosci przypadkéw intensywnos$é starzenia zmiennej
losowej pozwala jedynie rozpoznaé rodzing rozktadéw, do ktorej ta zmienna
nalezy. Sa to rodziny ze skalujacym parametrem (lub w przypadku dwuwy-
miarowym, trzema parametrami skalujacymi). Pozostate parametry rozkta-
doéw mozna wyznaczy¢ na podstawie funkcji intensywnosci starzenia.

Pokazano takze, ze uogdlniona intensywnos¢ starzenia ma zwigzek z po-
rzadkiem gwiazdzistym i innymi porzadkami stochastycznymi oraz pozwala
ustali¢, ktory z badanych obiektow ma mniejsza zawodnosé.

W zaprezentowanych przyktadach, na podstawie danych rzeczywistych,
dotyczacych czaséw zycia do momentu porazki, oraz danych wygenerowa-
nych, wyestymowano funkcje intensywno$ci starzenia i rozpoznano rodziny
rozktadow czasu zycia, z ktérych te dane pochodza. W niektérych przy-
ktadach, na podstawie wyestymowanej intensywnosci starzenia, wyznaczono
takze estymatory parametréw odpowiednich rozktadow.

Préba uogoélnienia dyskretnych intensywnosci starzenia oraz wektorow
intensywnosci starzenia dla zmiennych losowych dwuwymiarowych bedzie
przedmiotem moich dalszych badan.
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4.4 Najwazniejsze referaty

Oto lista najwazniejszych referatéow, dotyczacych podstawowego osiggniecia
naukowego, wygtoszonych przeze mnie na miedzynarodowych i krajowych
konferencjach oraz seminariach.

[R1] Analiza czasu Zycia za pomocq funkcji intensywnosci starzenia, semi-
narium IM PAN, 20.12.2018, Warszawa.

[R2] Support dependent generalized aging intensities, XLIV Konferencja Sta-
tystyka Matematyczna, 02-07.12.2018, Bedlewo.

[R3] Measures of aging tendency — referat zaproszony, miedzynarodowa
konferencja International Conference on Trends and Perspectives in
Linear Statistical Inference, 20-24.08.2018, Bedlewo.

[R4] Generalized aging intensity functions, miedzynarodowa konferencja 13th
International Conference on Ordered Statistical Data, 22-25.05.2018,
Kadyks.

[R5] Analiza niezawodnosci obiektu za pomocq funkcji intensywnosci sta-
rzenia, seminarium Instytutu Automatyki i Robotyki, Politechnika Po-
znanska, 21.03.2018, Poznan.

[R6] Zastosowanie funkcji intensywnosci starzenia, XLIII Konferencja Sta-
tystyka Matematyczna, 04-08.12.2017, Bedlewo.

[R7] Charakteryzacje rozkladéw prawdopodobieristwa za pomocg wybranych
funkcji z teorii niezawodnosci, seminarium IBS PAN, 27.10.2017, War-
szawa.

[R8] Characterizations of distributions through the aging intensity, miedzy-
narodowa konferencja 10th International Conference on Mathematical
Methods in Reliability, 03-06.07.2017, Grenoble.

[R9] Characterizations of bivariate distributions through the vector of aging
intensities, miedzynarodowe spotkanie badawcze Ordered Statistical Data
meeting in Bedlewo, 29.05-02.06.2017, Bedlewo.
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[R10] Charakteryzacje rozkladéw prawdopodobieristwa za pomocg wybranych
funkcji z teorii niezawodnosci, wyktady srodowiskowe ze statystyki wie-
lowymiarowej, Wydzial Matematyki i Informatyki UAM, 15.03.2017,
Poznan.

[R11] Characterizations of distributions through aging intensity, XLII Kon-
ferencja Statystyka Matematyczna, 27.11-02.12.2016, Bedlewo.

[R12] Charakteryzacje dyskretnych rozkladow Weibulla, XLI Konferencja Sta-
tystyka Matematyczna, 07-11.12.2015, Bedlewo.

[R13] Properties of aging intensity functions, miedzynarodowe spotkanie ba-
dawcze Ordered Statistical Data meeting in Bedlewo, 20-25.09.2015, Be-
dlewo.

[R14] Charakteryzacje odwréconych rozktadéw Weibulla oraz wspotautorstwo
referatu Charakteryzacje rozktadow Weibulla, XL, Konferencja Staty-
styka Matematyczna, 01-05.12.2014, Bedlewo.

[R15] Characterizations of Weibull distributions through selected functions of
reliability theory, miedzynarodowe seminarium Seminari di Statistica,
Probabilita’ e Ottimizzazione, Politecnico di Torino, 12.06.2014, Turyn.

[R16] Characterizations of Weibull distributions through selected functions of
reliability theory, miedzynarodowa konferencja 11th International Con-
ference on Ordered Statistical Data, 02-06.06.2014, Bedlewo.

[R17] Properties of aging intensity and reversed aging intensity functions,
miedzynarodowa konferencja 11th International Conference on Ordered
Statistical Data, 02-06.06.2014, Bedlewo.

[R18] Charakteryzacje rozkladéw za pomocg wybranych funkcji z teorii nieza-
wodnosci, seminarium IM PAN, 27.02.2014, Warszawa.

[R19] Charakteryzacje rozkladéw za pomocg wybranych funkcji z teorii nieza-
wodno$ci, XXXIX Konferencja Statystyka Matematyczna, 02-06.12.2013,
Wista.

37



5 Pozostale osiggniecia naukowo-badawcze

W ponizszych punktach omawiam pozostale osiagnigcia naukowo-badawcze,
niewchodzace w sktad ww. osiggniecia. Sa to nastepujace cztery tematy ba-
dawcze:

1. Grafy przecie¢ a problem optymalizacji macierzy bramkowych;
2. Analiza danych medycznych i medyczne sytemy ekspertowe;
3. Reguty produkcji z niepewnoscia;

4. Statystki porzadkowe i wartosci rekordowe.

5.1 Grafy przecie¢ a problem optymalizacji macierzy bramkowych

Problem decyzyjny optymalizacji macierzy bramkowych, zwany problemem
k-GML (Gate Matrix Layout), mozna sformutowaé w nastepujacy sposéb.
Dana jest macierz zero-jedynkowa M o wymiarach n x m oraz liczba cal-
kowita k. Pytamy, czy istnieje taka permutacja kolumn macierzy, ze gdy
zamienimy na *-ki wszystkie zera znajdujace sie w danych wierszach miedzy
dwoma jedynkami, to zadna kolumna macierzy nie zawiera tacznie wigcej niz
k jedynek i x-ek. Gdy taka permutacja istnieje, to moéowimy, ze macierz M
jest pozytywna dla problemu k-GML.

Rozwazamy losowa macierz zero-jedynkowa, ktora oznaczymy R(n, m,p).
Jest to macierz o wymiarach n x m, w ktorej liczba kolumn jest catoscia
dodatniej potegi rzeczywistej a liczby jej wierszy: m = |n®] i kazdy element
macierzy jest jedynka z prawdopodobienstwem p albo zerem z prawdopodo-
biefistwem 1 — p (niezaleznie jeden od drugiego).

Rozstrzygajac problem optymalizacji macierzy bramkowych dla macierzy
losowej R(n,m,p) pytamy, czy macierz ta nie jest pozytywna dla problemu
k-GML. Te wtasno$¢ macierzy oznaczymy przez Pi. Przedmiotem badan jest
proba wyznaczenia funkcji progowej dla tej wtasnosci przy k£ > 3 i okreslenie
warunkow, jakie musi spetnia¢ p i «, aby prawdopodobienstwo zdarzenia, ze
odpowiednio “duza” (przy n — oo) losowa macierz zero-jedynkowa ma wta-
snos¢ Py, dazyto do zera lub do jeden. W badaniach zwigzanych z problemem
optymalizacji macierzy bramkowych wykorzystuje sie losowe grafy przeciec.

Wynikiem prowadzonych badan dla k = 3 jest praca (opublikowana przed
uzyskaniem tytutu doktora):
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[P1] Karonski, M., SZYMKOWIAK, M. (2001). On a solution of a randomi-
zed three tracks variant of the Gate Matrix Layout problem. Discrete

Mathematics, Vol(236), s. 179-189. IF JCR 0.301, MNiSW 15 p.

Badania dla £ > 3 byly kontynuowane rowniez po uzyskaniu tytutu doktora
i ich wyniki zostaly zaprezentowane w referatach:

[R20] SZYMKOWTIAK, M. (2014). Grafy przecieé a problem optymalizacyi
macierzy bramkowych GML, seminarium po$wiecone grafom przeciecé
(pod przewodnictwem prof. dr. hab. Jerzego Jaworskiego), Wydziat
Matematyki i Informatyki UAM, Poznan.

[R21] SZYMKOWIAK, M. (2014). A randomized k tracks variant of the Gate
Matrix Layout problem, konferencja miedzynarodowa &th Polish Com-
binatorial Conference, Bedlewo.

Prace nad grafami przecie¢ oraz problemem optymalizacji macierzy bramko-
wych byty takze zwigzane z udziatem w

e miedzynarodowych konferencjach International Conference on Random
Structures and Algorithms (m.in. 18th RS&A, 07-11.09.2017, Gniezno,
udzial w organizacji konferencji)

e obywajacych sie dwa razy w roku seminariach miedzynarodowych Berlin-
Poznan-Hamburg Seminar po$wieconych kombinatoryce i teorii grafow

e cotygodniowych seminariach Zaktadu Matematyki Dyskretnej UAM w
Poznaniu

5.2 Analiza danych medycznych i medyczne sytemy ekspertowe

W zwiazku z wciaz postepujacym rozwojem nauk medycznych, korzystanie
przez lekarza tylko z wtasnych, nawet bardzo bogatych doswiadczen przy
podejmowaniu decyzji diagnostycznych i terapeutycznych, jest niewystarcza-
jace. Oprocz podstawowych zrédet fachowej wiedzy medycznej, jakimi sa
podreczniki i specjalistyczne czasopisma medyczne, istotnym Zrodtem aktu-
alnej wiedzy medycznej jest wiedza praktyczna lekarzy specjalistow, zdoby-
wana przez nich w wyniku dtugoletnich obserwacji pacjentow. W tym $wie-
tle, celowe wydaje sie zbudowanie bazy wiedzy, ktérej podstawe stanowitaby
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wspomniana wiedza praktyczna. Problem stanowi akwizycja, czyli pozyski-
wanie danych do tej bazy wiedzy oraz ich strukturalizacja, czyli zapis danych
w jednolitej formie i ich przetworzenie do takiej postaci, aby wiedze zdobyta
w wyniku obserwacji licznych pacjentéw mozna byto zintegrowaé i wykorzy-
sta¢ do budowy medycznego systemu ekspertowego.

W projektowaniu medycznego systemu ekspertowego cenne zrodto wiedzy
stanowi ewidencja medyczna. Jezeli z ewidencji wynika, ze u szerokiej grupy
pacjentow jednostka chorobowa ma podobny, Scisle okreslony przebieg, to
ta wiedza moze postuzy¢ do sformutowania precyzyjnych zasad diagnostyki
i leczenia przedmiotowej choroby. Wydaje sie, ze naturalne, bardzo cenne,
a wcigz w niewielkim stopniu wykorzystane zrodto wiedzy, stanowig dane
medyczne zapisane w kartotekach pacjentéow indywidualnych. Odpowiednia
forma zapisu danych medycznych oraz wyboér wtasciwej techniki ich eksplo-
racji umozliwia odkrywanie istotnych, czesto niespodziewanych, zaleznosci
miedzy danymi. Zaleznosci te moga by¢ wyrazone w postaci regut produkeji
bedacych wazna czedcia bazy wiedzy medycznych systeméw ekspertowych. W
zamierzeniu, systemy ekspertowe majg pomagac¢ lekarzowi w podjeciu wtla-
Sciwych decyzji dotyczacych postepowania w leczeniu réznych, czesto rzadko
spotykanych, z punktu widzenia lekarza, chorob.

Przyktadem dziedziny, w ktérej mamy do czynienia z roznymi formatami
danych medycznych jest okulistyka. W badaniach przedstawiono m.in. istote
akwizycji i strukturalizacji danych réznoformatowych na podstawie analizy
procesu diagnostyki i leczenia jaskry, czesto spotykanej i bardzo dotkliwej
choroby oczu.

Wynikiem prowadzonych badan sa nastepujace publikacje:

[P2] Jankowska, B., SZYMKOWIAK, M. (2010). Designing Medical Pro-
duction Rules from Semantically Integrated Data. Journal of Medical

Informatics € Technologies, 14, 95-102.
MNiSW 6 p.

[P3] SZYMKOWTAK, M., Jankowska, B. (2010). Reliability of Medical Pro-
duction Rules Obtained by means of Aggregate Data Mining. Journal

of Medical Informatics & Technologies, 14, 103-110. .
MNiSW 6 p.

[P4] SZYMKOWTIAK, M., Jankowska, B. (2009). Discovering Medical Know-
ledge from data in Patients’ Files. Proc. of ICCCI 2009, Lecture Notes
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in Computer Science (Lecture Notes in Artificial Intelligence), Red.:
Nguyen, N.T., Kowalczyk, R., Chen, S. M., Springer-Verlag, Berlin/Hei-
delberg, 5796, 128-139. MNISW 13 p.

[P5] Jankowska, B.M., Zwierzynski, K.T., SZYMKOWIAK, M. (2009). Cost-
Effectiveness Analysis of Transferring Medical Data over P2P Network.
Conference: International Conference on Computers in Medical Acti-
vity, Book series Advances in Soft Computing. Computers in Medical
Activity, Red.: Kacki, E., Rudnicki, M., Stempczynska, J., Springer-
Verlag, Berlin/Heidelberg, 65, 201-210.

[P6] Jankowska, B., Szymkowiak, M. (2009). Algorithm for Designing Pro-
duction Rules from Data Stored in Registers of Clinical Trials, in: Proc.
of the 7th Conf. on Computer Methods and Systems, Krakéw.

[P7] Jankowska, B., SZYMKOWTIAK, M. (2008). How to Acquire and Struc-
turalize Knowledge for Medical Rule-Based Systems? Knowledge-Driven
Computing. Knowledge Engineering and Intelligent Computations, Red.:
Cotta, C., Schaefer, R., Ligeza, A., Springer-Verlag, Berlin/Heidelberg,
102, 99-116.

[P8] SZYMKOWTIAK, M., Jankowska, B., Zwierzynski, K. (2007). Analysis
of Effectiveness of Medical Data Transfer over P2P Network, in: Proc.
of the Conf. on Computers in Medical Activity, Red.: Kacki, E. et al.,
1.6dz, 93-94 (extended abstract).

[P9] SZYMKOWIAK, M., Jankowska, B., Zwierzynski, K. (2007). Designing
of medical Rule-Based Systems from Heterogenous Data, in: Proc. of
the 6th Conf. on Computer Methods and Systems, Krakow, 53— 58.

[P10] Jankowska, B., SZYMKOWIAK, M. (2005). Knowledge Acquisition
for Medical Expert Systems, in: Proc. of the 5th Conf. on Computer
Methods and Systems, vol.1, Krakéw, 319-328.

Wyniki analizy danych medycznych oraz prac nad medycznymi sytemami
ekspertowymi byty takze przedstawione podczas:

[R22] referatu Metody statystyczne w odkrywaniu wiedzy na podstawie da-
nych medycznych, XXXV Konferencja Statystyka Matematyczna, 07-
11.12.2009, Wista.
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e zebran zwigzanych z projektowaniem i implementacja systemu eksperc-
kiego OCULUS, przeznaczonego do wspomagania diagnostyki i lecze-
nia wybranych schorzen okulistycznych (pod kierunkiem dr inz. Beaty
Jankowskiej, od roku 2016)

5.3 Reguly produkcji z niepewnoscia

W wielu miejscach wiarygodny system doradczy moze stanowi¢ realne wspar-
cie w podejmowaniu istotnych decyzji. Wazna czes¢ bazy wiedzy takiego sys-
temu stanowi¢ beda reguty produkeji. Przedmiotem badan sg metody otrzy-
mywania regut produkcji z niepewnosciag w wyniku integracji rzeczywistych
danych o reprezentacji atrybutowej.

W celu ustalenia rankingu reguty w tworzonym systemie doradczym za-
proponowano, by kazda projektowana reguta produkcji z niepewnoscig byta
opatrzona dwoma wspotczynnikami wiarygodnosci. Pierwszym z nich jest
wspotezynnik wewnetrznej wiarygodnosci reguty irf, okreslajacy szanse zaj-
Scia konkluzji reguty pod warunkiem pewnego zajscia jej przestanek. Drugi to
wspotezynnik globalnej wiarygodnosci reguty grf, okreslajacy priorytet two-
rzonej reguty wzgledem pozostatych regut w bazie wiedzy systemu dorad-
czego. W badaniach wykorzystano metody probabilistyczne i statystyczne
stuzace do projektowania regut produkeji z niepewnoscig oraz do wyznacze-
nia ich wspoétczynnikéw wiarygodnosci.

Wynikiem prowadzonych badan sa nastepujace publikacje:

[P11] Jankowska, B., SZYMKOWIAK, M. (2013). Machine Ranking of 2-
Uncertain Rules Acquired from Real Data. Transactions on Computa-
tional Collective Intelligence XI, Lecture Notes in Computer Science,
Red.: Nguyen, N.T. et al., Springer-Verlag, Berlin/Heidelberg, 8065,
198-222.

MNiSW 5 p.

[P12] SZYMKOWIAK, M. (2012). Some Examples Of Reasoning With 2-
Uncertain Rules. Journal of Medical Informatics € Technologies, 20,
49-57.

MNiSW 5 p.

[P13] Jankowska, B., SZYMKOWIAK, M. (2011). On Ranking Production
Rule for Rule-Based Systems with Uncertainty. Proc. of ICCCI 2011,
Part I, Lecture Notes in Computer Science, Red.: Jedrzejowicz, P. et
al., Springer-Verlag, Berlin/Heidelberg, 6922, 546-556.
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Wiyniki prac zwigzanych z problemem regut produkcji z niepewnoscig byty
takze zaprezentowane w referacie:

[R23] Precyzja estymacji przedziatowej dla frakeji jako miara wiarygodnosci
requl z niepewnoscig, XXXVII Konferencja Statystyka Matematyczna,
05-09.12.2011, Wista.

5.4 Statystyki porzadkowe i wartosci rekordowe

W badaniach zaproponowano charakteryzacje rozktadu wyktadniczego w kla-
sach funkcji niezawodnosci NBU/NWU (New Better than Used/New Worse
than Used) oraz IFRA/DFRA (Increasing Failure Rate Average/Decreasing
Failure Rate Average). W charakteryzacjach wykorzystano porzadek stocha-
styczny, ztozony rozktad Pascala, statystki porzadkowe, wartosci rekordowe,
wartodci rekordowe z indeksem o rozktadzie Pascala oraz sume zmiennych
losowych.

Wynikiem prowadzonych badan jest publikacja:

[P14] Iwinska, M., SZYMKOWIAK, M. (2016). Characterizations of the
exponential distribution by Pascal compound. Communications in Sta-
tistics - Theory and Methods, 45(1), 63-70.

IF JCR 0.311, MNiSW 15 p.

Prace nad problemem statystyk porzadkowych i wartosci rekordowych byty
takze zwigzane z referatami:

[R24] SZYMKOWIAK, M., Iwinska, M. (2012). Charakteryzacja rozktadu
wyktadniczego, XXXVIII Konferencja Statystyka Matematyczna, Wista.

[R25] Iwinska, M., SZYMKOWIAK, M. (2011). Wartosci rekordowe o loso-
wych indeksach, XXXVII Konferencja Statystyka Matematyczna, Wi-
sta.
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6 Wskazniki stuzace do oceny dorobku naukowego

W ujeciu syntetycznym, méj dorobek publikacyjny obejmuje 21 prac (w tym
20 po uzyskaniu stopnia doktora):

’ Kategoria \ <dr \ > dr \ Suma ‘

Monografie naukowe w jezuku angielskim

Artykulty w czasopismach z listy MNiSW A (JCR)
Artykuty w czasopismach z listy MNiSW B
Rozdzialy w monografii

Recenzowane prace w materiatach konf. miedzynarod.
Opublikowane materiaty dydaktyczne

—llo|lo|lo|lol~lo
S| | k| o kx| 1| —

’ Suma \

Sumaryczny Impact Factor IF publikacji naukowych wedtug listy Journal Ci-
tation Reports JCR, zgodnie z rokiem opublikowania (poniewaz nie sa jeszcze
znane wartosci IF z 2018 roku, w przypadku publikacji z tego roku zastoso-
wano [F' z roku 2017) wynosi 8.726, natomiast sumaryczna liczba punktéw
wedtug Listy MNiSW publikacji naukowych, zgodnie z rokiem opublikowania
—-190:

’ Kategoria \ <dr \ > dr \ Suma ‘
Sumaryczny Impact Factor IF | 0.301 | 7.974 | 8.276
Liczba punktow MNiSW 15 175 190

Liczba cytowan prac, wedtug réznych baz publikacji, oraz Indeks Hirscha (h)
WYNosza,

] Kategoria \ liczba cytowan \ bez autocytowan \ h ‘
wg bazy Web of Science 11 412
wg bazy Scopus 15 6|2
wg bazy Google Scholar 42 10 | 4

Mala liczba cytowan i zwigzana z tym niska warto$¢ Indeksu Hirscha wydaja
sie by¢ spowodowane tym, ze opublikowane wyniki sa bardzo swieze (az trzy
prace z jednotematycznego cyklu publikacji pochodza z roku 2018, a jedna
ma si¢ ukaza¢ w roku 2019).
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7 Najwazniejsze osiggniecia dydaktyczno-organizacyjne

Do najwazniejszych osiagnie¢ dydaktyczno-organizacyjnych naleza:

[P15] Iwinska, M., Popowska, B., SZYMKOWIAK, M. (2011). Statystyka
opisowa, materiaty dydaktyczne — slajdy do przedmiotu, w ramach
projektu WIEDZA DLA GOSPODARKI, Wydawnictwo Politechniki
Poznanskiej, Poznan, s. 188, ISBN: 978-83-7775-016-2.

e SZYMKOWIAK, M. (2014). Descriptive Statistics, materialy dydak-
tyczne w jezyku angielskim, w ramach projektu INZYNIER PRZY-
SZEOSCIL. WZMOCNIENIE POTENCJALU DYDAKTYCZNEGO PP
— na kierunku ENGINEERING WITH COMMERCE na Wydziale In-
zynierii Zarzadzania, Politechnika Poznanska — materiaty przygotowane
do publikacji.

o wyktady w jezyku angielskim Basic concepts of descriptive statistics,
prowadzone w ramach programu — LIFELONG LEARNING PRO-
GRAMME - ERASMUS — TEACHING MOBILITY CONFIRMA-
TION

— Evry University, Institute of Sciences and Technology, 16-20.09.2013,
Evry, Francja

— Politecnico di Torino, Dipartimento di Scienze Matematiche, 09-
13.06. 2014, Turyn, Wtochy

— Evry University, Institute of Sciences and Technology, 15-19.09.2014,
Evry, Francja

e wypromowanie kilku dyplomatéw (prace licencjackie i magisterska) na
kierunku matematyka, Wydziat Elektryczny, Politechnika Poznanska

e od roku 2015 prowadzenie w jezyku angielskim wyktadu Sensor Inte-
gration, na specjalnosci SMART AEROSPACE AND AUTONOMOUS

SYSTEMS (studia 2 stopnia, kierunek Automatyka i Robotyka, Wy-
dziat Informatyki, Politechnika Poznanska).

e wspotautorstwo wniosku oraz odwotania — kierunek zamawiany MA-
TEMATYK - ABSOLWENT WSZECHSTRONNY na Wydziale Elek-
trycznym, Politechnika Poznanska, (projekt oceniony pozytywnie — kie-
runek prowadzony w latach 2012-2015).
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