INSTYTUT BADAN SYSTEMOWYCH
POLSKIEJ AKADEMII NAUK

AUTOREFERAT PRZYGOTOWYWANEJ ROZPRAWY DOKTORSKIEJ
pt.

Dobér zmiennych w modelach liniowych
z wykorzystaniem indekséw wielowymiarowych

Variable selection algorithms for linear models
based on multidimensional indices

Autor:
mgr BARBARA ZOGALA-SIUDEM

Opiekun naukowy:
dr hab. inz. SZYMON JAROSZEWICZ

Warszawa, listopad 2018



Spis tresci

1

Wprowadzenie

1.1 Cel rozprawy i opis gltéwnych wynikéw . . . . . .. ... ... ...
1.2 Podstawowa hipoteza badawcza i metody badawcze . . . . . . . . ..
1.3 Ogznaczenia . . . . . . . . ...

Indeksy wielowymiarowe

2.1 Cel stosowania indeksow wielowymiarowych . . . . . . . .. ... ..
2.2 Zastosowanie indekséw do przeszukiwania w oparciu o korelacje . . .
2.3 Procent zmiennych znajdujacych sie w zadanym promieniu . . . . .

Model regresji liniowej

3.1 Metoda najmniejszych kwadratéw . . . . . .. .. ..o

3.2 Metody selekcji zmiennych i ich ograniczenia . . . . . .. .. .. ..
3.2.1 Regresja krokowa . . . . . . ... oo
3.2.2 Lasso . ...

Regresja krokowa z wykorzystaniem indekséw wielowymiarowych
4.1 Podstawy teoretyczne modyfikacji algorytmu . . . . .. ... .. ..
4.2 Modyfikacja algorytmu regresji krokowej . . . . . . ... ...

Algorytm Lasso z wykorzystaniem indekséw wielowymiarowych
5.1 Podstawy teoretyczne do modyfikacji algorytmu. . . . . . .. .. ..
5.2 Modyfikacja algorytmu Lasso . . . . . .. ... ... ... ...

Eksperymenty obliczeniowe

6.1 Regresja krokowa z indeksem wielowymiarowym . . . .. .. .. ..
6.1.1 Opis danych rzeczywistych — baza danych Eurostat . . . . . .
6.1.2 Wyniki . . .. ..

6.2 Sciezka rozwigzani dla problemu lasso z indeksem wielowymiarowym
6.2.1 Opis danych symulacyjnych . . . . .. ... ... ... ....
6.2.2 Wyniki . . ...

Podsumowanie, wnioski i dalsza planowana praca

w N NN

= W W

N O O ot

oo @



1 Wprowadzenie

1.1 Cel rozprawy i opis gléwnych wynikéw

Celem rozprawy bedzie adaptacja typowych metod doboru zmiennych w modelach liniowych na
potrzeby ich zastosowan do analizy danych o duzej liczbie zmiennych. Przykladem takich
danych moze byé¢ Linked Open Data [1, 9, 5] — projekt majacy na celu polaczenie obecnie nie-
powiazanych kolekcji Otwartych Danych. Zawiera miliony zmiennych i cho¢ ich liczba stale sie
zwieksza, to mozemy przyjac, ze jest to staly zbidr, na ktérym, po uprzednim wstepnym ich
przetworzeniu, mozemy budowaé¢ wiele modeli. Do dotychczasowej analizy wykorzystana zostata
jedna z baz danych wchodzaca w sktad LOD — Eurostat [8]. Dostepne klasyczne metody analizy
(jak np. regresja krokowa lub Lasso) moga by¢ w takim przypadku niewystarczajace. Wynika to
gtéwnie z faktu, ze przy ogromnej liczbie atrybutéw, czas obliczen szybko wzrasta. Wyklucza to
typowe metody z praktycznych zastosowan, zwlaszcza ze wzgledu na fakt, ze wiekszo$¢ zmien-
nych jest nieistotna i to na ich analizie algorytm traci wiekszos$¢ czasu. Fakt ten byl motywacja
zastosowania indeksu wielowymiarowego, ktéry pozwoli na szybka wstepng selekcje atry-
butéw. Odbedzie sie to nieznacznym, jak zobaczymy, kosztem doktadnoéci, przy duzym zysku
na czasie wykonywania.

Do analizowanych w rozprawie metod naleza regresja krokowa w przéd (ang. forward stepwi-
se regresion) i Lasso. Kazdy z analizowanych algorytméw dziata w sposéb iteracyjny — wlaczajac
kolejno zmienne do ostatecznego modelu i w kazdym z tych krokéw musi przeszukaé wszystkie
dostepne zmienne, aby znalezé¢ kolejna, obecnie najlepsza. Widaé¢ zatem, ze sa to algorytmy
o ogromnej ztozonosci ze wzgledu na liczbe atrybutéw. Nie stanowi to problemu w sformutowa-
niu klasycznym gdy ta liczba jest matla, ale dla rozwazanych duzych danych m > 106 i wiecej,
a wiec w szczegblnosci podczas przetwarzania Otwartych Danych standardowe metody zawio-
da. W sytuacji, gdy mamy do dyspozycji indeks wielowymiarowy udostepniajacy wyszukiwanie
zmiennych w zadanym promieniu, mozemy w kazdym kolejnym kroku szybko filtrowaé¢ zmienne
i ostatecznie szukaé rozwigzania jedynie posréd matego podzbioru oryginalnych danych. Odby-
wa sie to kosztem dokladnosci (przyblizony indeks méglby przeoczyé bardzo istotna zmienna),
jednak jak pokaze, w praktyce nie odbije sie to niekorzystanie na ostatecznym rozwia-
zaniu.

Poza opisanymi modyfikacjami wymienionych algorytméw, umozliwiajacymi ich zastosowa-
nie w opisie duzych danych, rozprawa obejmie réwniez poréwnanie wlasnosci predykcyjnych tych
metod oraz mozliwosci uzyskiwania interpretowalnych rezultatow.

Wyniki opisane w niniejszym referacie zostaly opublikowane w [18] oraz [19] lub sa przygo-
towywane do publikacji [17] lub opisane w raporcie badawczym [20].

1.2 Podstawowa hipoteza badawcza i metody badawcze

Podstawowa hipoteza bedzie zalozenie, ze wykorzystanie przyblizonych indekséw do analizowa-
nych metod doboru zmiennych do modelu, cho¢ moga zmniejszy¢ ich precyzje, bedzie optacalne
ze wzgledu na przyspieszenie wykonywania algorytmoéw oraz na zmniejszenie uzycia potrzebnej
pamieci. Dzieki temu umozliwi to zastosowanie ich do danych o duzej liczbie zmiennych, w tym
do przetwarzania coraz wigkszej roznorodnoéci dostepnych otwartych danych.

Metody badawcze obejma analize teoretyczng z wykorzystaniem technik matematycznych
dotyczacych modeli liniowych. W rozprawie Scisle dowiode, ze zaproponowane modyfikacje al-
gorytméw regresji krokowej w przdd i Lasso, zwracajg te same wyniki co ich oryginalne odpo-
wiedniki, pod warunkiem, ze podczas wyszukiwania zmiennych skorzystalibySmy z doktadnego
indeksu. Zastosowanie w nich przyblizonych indekséw wielowymiarowych sprawia, ze otrzymu-
jemy rozwiazanie zblizone do doktadnego, zyskujac tym jednak na wydajnosci.

Metody te sg zatem proba zastosowania klasycznych statystycznych narzedzi do rozwigzania
probleméw jakie stwarzaja duze zbiory danych. Podstawows technika umozliwiajaca przyspie-



szenie analizowanych algorytméw bedzie uzycie wielowymiarowych indekséw (m.in. [10]), ktére
sa w stanie wyszukiwaé wektory z przestrzeni R” w zadanym promieniu.

W ramach analizy eksperymentalnej, wprowadzone algorytmy zostang zaimplementowane w
jezyku Python, a ich dzialanie zostanie przetestowane zaréwno na danych symulowanych jak i
na rzeczywistych pochodzacych m. in. z bazy danych Eurostatu.

1.3 Oznaczenia

Przedstawie teraz podstawowe oznaczenia, wykorzystywane w tym referacie. Wektory beda ozna-
czone malymi literami z, y, r, macierze duzymi X, a ich transpozycje poprzez indeks gérny: z”
XT. Macierz jednostkowa bedzie oznaczona jako I. Normy [y i lo wektoréw beda zapisywane
odpowiednio jako [z|ls = /37, 22 oraz ||z|i = S |=;|. Srednia wektora bedzie oznaczo-
na jako r = %Z?:l z;. Bedziemy zakladaé, ze wszystkie rozwazane wektory sa odpowiednio
unormowane, czyli

=0, |z]:=1. (1.1)

Zauwazmy, ze wspotczynnik korelacji liniowej miedzy dwoma tak unormowanymi wektorami
jest rowna ich iloczynowi skalarnemu i bedziemy ja oznaczaé

n
cor(z,y) = Y Ty
=1

2 Indeksy wielowymiarowe

2.1 Cel stosowania indekséw wielowymiarowych

Celem stosowania indekséw wielowymiarowych jest szybkie wyszukiwanie wektoréw z przestrzeni
R™ znajdujacych sie blisko (wzgledem pewnej metryki, tutaj rozwazamy ly) pewnego wektora
q € R™. Mozemy wyobrazi¢ sobie dwa zagadnienia:

o Wyszukiwanie k-najblizszych sasiadéw — dla danego wektora g zwré¢ k wektoréw znajdu-
jacych sie najblizej.

o Wyszukiwanie w zadanym promieniu — dla danego wektora ¢ i odlegtosci d > 0 zwrdé
wszystkie wektory lezace nie dalej niz d, czyli ||z — ¢||2 < d.

Najprostszym rozwigzaniem byloby przeszukiwanie wszystkich wektorow w celu zwrécenia
tych spetiajacych kryteria (brute force search). Ma on zlozono$¢ O(n). Celem indeksowania
wielowymiarowego jest poprawa tego rozwiazania, kosztem poswiecenia czasu na budowe indek-
Su.

Rozrézniamy dwa typy indekséw: doktadne i przyblizone. Doktadne sa zwykle oparte na
strukturach drzewiastych i przeszukiwaniu binarnym, a ich najpopularniejszymi przykladami
sa np. kd-drzewa (ang. kd-trees) [4], drzewa kulowe (ang. ball trees) [12] oraz vp-drzewa (ang.
vp-trees) [16]. Niestety ich wydajno$é wzrasta drastycznie wraz z dlugoscia wektoréw n i juz
dla n = 20 nie rézni sie znacznie od przeszukiwania liniowego, co oznacza, ze W rozwazanym
przypadku nie beda przydatne.

Istnieje rowniez wiele przyblizonych indeksow, jednak wada wiekszosci z nich, z naszego
punktu widzenia, jest to, ze po pierwsze wszystkie indeksowane wektory musza by¢ przechowy-
wane w pamieci RAM, a ponadto rzadko dostepna jest dobra implementacja przeszukiwania w
zadanym promieniu, co jest kluczowe w naszych modyfikacjach. W eksperymentach korzystamy
z biblioteki Faiss [10], ktéra pokonuje wspomniane problemy. Idea stojaca za tym indeksem jest
podzielenie danych na duza liczbe skupien, a nastepnie wyszukiwanie ich Srodkéw i szukanie
rozwigzania wewnatrz znalezionych klastréw.



2.2 Zastosowanie indeksé6w do przeszukiwania w oparciu o korelacje

Jesli uwzglednimy fakt, ze wszystkie zmienne sa odpowiednio unormowane (zob. 1.1), to mozemy
zauwazy¢, ze wyszukiwanie zmiennych o odpowiednio duzej korelacji z wektorem ¢ odpowiada
wyszukiwaniu wektoréw dostatecznie bliskich wzgledem metryki euklidesowej. Zauwazmy bo-
wiem, ze dla dowolnych wektoréw unormowanych x i y zachodzi

le = yllz = \/llzl3 — 22y + llyl13 = /2 - 2cor(x, y)

= — ylI3

—1-

Oznacza to, ze dowolny indeks obstugujacy odlegloéé euklidesowa, moze zostaé¢ zastosowany
do naszego celu.

2.3 Procent zmiennych znajdujacych sie w zadanym promieniu

W tym podrozdziale pokaze, jak duzy procent wszystkich zmiennych zostanie zwrécony, jesli
ograniczymy sie¢ do wektoréw skorelowanych nie mniej niz 1 z pewnym wektorem g € R” dla
przestrzeni o réznych wymiarach n.

Zauwazmy, ze wszystkie rozwazane wektory mozemy traktowaé jako punkty na (n — 1)-
wymiarowej sferze jednostkowej. Jesli dodatkowo zalozymy, ze sa one réwnomiernie na niej roz-
tozone, to procent zmiennych znalezionych w zadanym promieniu mozemy oszacowaé, obliczajac
pole powierzchni sfery ograniczonej przez odpowiedni kat. Zalozenie o jednostajnym rozktadzie
wektorow na sferze bedzie nieprawdziwe w przypadku danych rzeczywistych, co mozna zoba-
czy¢ na przyktadzie danych z Eurostatu [8] (zob. Rys. 1), jednak w praktyce ograniczenie liczby
wektorow bedzie i tak znaczace.

Dla danego wektora ¢ i ograniczenia na korelacje 1, wycinek sfery bedzie postaci

S(a) ={z e R": ||z]| = 1,<(¢, x) < a}, (2.1)

gdzie o = arccos(n).
Dla punktéw réwnomiernie rozmieszczonych na sferze, proporcja punktéw P, («) znajduja-
cych si¢ na wycinku S(«) bedzie réwna

_ 1S()]
S(r/2)’

P, (a)

Pole powierzchni wycinka sferycznego mozemy obliczy¢é przy uzyciu ponizszego wzoru (zob. [11])
el o«
M, (o) = 27T21/sinn_2 0do,
o)

a pole powierzchni calej jednostkowej (n — 1)-sfery wynosi 20™/2/T'(n/2), zatem

Pofa) = —1t2) / sin"~2 0. (2.2)

var (=) {

Rysunek 1 (lewa strona) pokazuje, jak wartosé¢ P,(«) zalezy od n i a. Z prawej strony
znajduje sie analogiczny wykres przedstawiajacy prawdziwe dane pochodzace z bazy danych
Eurostat. Widaé¢, ze cho¢ wymiar wektorow z Eurostatu wynosi 704, to ich zachowanie jest
bardziej zblizone do danych losowych dla n = 50. Jest to czeéciowo spowodowane faktem, ze w
danych rzeczywistych zawsze wystepowaé beda pewne korelacje, a spotegowany jest przez fakt,
ze analizowane dane opisuja pewne statystyki dla wybranych panstw na przestrzeni czasu, zatem
wystepuja dodatkowe korelacje miedzy szeregami czasowymi.

«
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Rysunek 1: Lewa strona przedstawia procent zmiennych jakie zostana znalezione w zadanym
promieniu wyjéciowego wektora ¢ € R™ w zaleznosci od n dla przypadku réwnomiernego roz-
mieszczenia punktéw na sferze. Pozioma dolna o$ przedstawia kat « (zob. wzér 2.1), a gérna
korelacje, czyli n = cos(«). Prawy rysunek przedstawia 50 losowo wybranych wektoréw z Euro-
statu oraz procent zmiennych znajdujacych sie w ich sasiedztwie, rowniez w zaleznosci od kata
a lub korelacji n. Przerywana krzywa jest $rednia z tych 50 wektorow.

Mozne zauwazy¢, ze jesli liczba obserwacji jest dostatecznie duza, to warto$é P, («) staje sie
bardzo mala nawet dla relatywnie duzych wartosci kata a. Oznacza to, ze w algorytmach 3 i 4
przedstawionych w rozdziatach 4.2 i 5.2 bedziemy istotnie wybiera¢ maly procent wyjsciowych
zmiennych.

3 Model regresji liniowej

Przedstawie teraz krétkie wprowadzenie do budowy modeli liniowych oraz selekcji zmiennych do
modelu. Ze wzgledu na fakt, ze w rozprawie uogdlnie te metody, ich krotki opis jest niezbedny
na potrzeby tego referatu. Wiecej szczegéléw mozna znalezé m. in. w [6].

3.1 Metoda najmniejszych kwadratéow

Zalézmy, ze x1,...,7p, € R" s3 zmiennymi na podstawie ktérych mozemy budowaé¢ model,
a macierz X € R™ P jest macierzg, ktérej kolumny zawierajg zmienne x;. Niech y € R™ be-
dzie zmienng odpowiedzi, to znaczy wartoscia, ktéra chcemy modelowaé¢. Naszym zadaniem jest
znalezienie liniowego zwiazku miedzy kolumnami X, a zmienna y

y=XB+e, (3.1)

gdzie (8 jest wektorem wspolczynnikow, a € jest pewnym losowym bledem. Wektor wspodtczyn-
nikéw mozemy wyestymowaé przy uzyciu tak zwanej metody najmniejszych kwadratow (zob.
m.in.[6]) minimalizujacej sume kwadratéw bledéw

8= argmingepy | X8 — yl|2, (3.2)

ktérej rozwigzaniem jest

B=(XTx)"1xTy. (3.3)



Dodatkowo, niech § = X B bedzie predykcja zmiennej y, a r = y — §j wektorem residuéw
modelu. Wtedy mozemy zapisaé

§=XB=XX"X)"'X"y = Hxy,
r =y—XB=y- X(X"X)"'X"y = (I - Hx)y = Pxy,

<

y_

gdzie Hx jest tak zwana macierzq daszkowq (ang. hat-matriz), a Px = I — Hx. Mozna pokazacd,
ze obie macierze sg symetryczne i idempotentne, czyli H)2( =Hxi P)Q( = Px [6].

Ponadto oznaczmy sume kwadratéw bledéw modelu zbudowanego za pomoca zmiennych
z macierzy X jako

RSS(X) = rTr = yT PLPyy = 4T Pxy, (3.4)
Niech S = {i1, ..., i} bedzie zbiorem indekséw zmiennych, a macierz Xg macierza z wybranymi
kolumnami o numerach zawierajacych sie w 5, zatem jesli X = [z1] ... |xp], to Xg = [z4 ] ... |zi,].

Spadek sumy kwadratow bledow pomiedzy modelem opartym na zmiennych Xg i modelem
z dodatkowo dodang zmienng x oznaczymy jako

ARSS(Xg,z) = RSS(Xs) — RSS([Xs|z]). (3.5)

Analogicznie zdefiniujemy réwniez wzgledny spadek RSS, zwany wspdtczynnikiem czesciowej de-
terminacji (zob. [13, Chapter 4g])

_ ARSS(Xs,x)

GRSS(Xs, ) = =pec i (3.6)

3.2 Metody selekcji zmiennych i ich ograniczenia

Nie zawsze budowa modelu na pelnych danych jest wskazana lub wrecz mozliwa, jak na przy-
ktad, gdy p > n. W tej sytuacji konieczna stanie si¢ selekcja zmiennych, na podstawie ktérych
zbudujemy model. W planowanej rozprawie doktorskiej opisze dwa znane algorytmy stuzace
do wyboru atrybutéw — regresje krokowa [7] oraz LASSO [15].

3.2.1 Regresja krokowa

Mozemy rozrézni¢ trzy warianty regresji krokowej (ang. stepwise regression, [7]): regresje w przéd,
w tyl oraz kombinacje powyzszych. Kazda z nich polega na tym, zeby w kolejnych krokach mi-
nimalizowa¢ odpowiednie kryterium

nlog <RSS7§XS)> +e(s)), (3.7)

gdzie C(]S]) jest funkcja kary za zlozono$é modelu, zalezna od liczby zmiennych znajdujacych
sie w modelu.

Regresja krokowa w przéd (ang. forward stepwise regression) polega na budowaniu modelu
w sposob zachlanny, wlaczajac do niego zmienne w kolejnych krokach, a startujac z pustego
modelu. W kazdym kolejnym kroku dodajemy zmienng, ktoéra przy ustalonych dotychczas juz
dodanych daje najwiekszy spadek rozwazanego kryterium (zob. punkt 3.2.1). Procedure kon-
tynuujemy dopéki dodanie zadnej zmiennej nie powoduje juz zmniejszenia kryterium lub do
momentu az nie zostanie dodana z géry zadana liczba zmiennych k4.

Podstawowy algorytm regresji krokowej w przod jest przedstawiony w Alg. 1. W planowanej
rozprawie opisze modyfikacje tego algorytmu, aby w kazdym jego kroku mozliwe byto filtrowanie
zmiennych za pomoca indeksu wielowymiarowego na podstawie ich korelacji z juz wlaczonymi
zmiennymi oraz obecnym residuum.



Algorithm 1 Podstawowy algorytm regresji krokowej w przdd
Require: y € R™ X € R™P, k00 €N

1: procedure FORWARD-STEPWISE(y, X, kmax)

2 S+ 0 > zaczynamy od pustego modelu
3 for k=1,..., knqr do

4: forie {1,...,p}\ S do

5: Znajdz ARSS(Xg, z;)

6 I, + argmax;eqy, . pn s ARSS(Xg, z;) > znajdZ najlepsza zmienng
7 if model na podstawie [Xg|z;, ] jest lepszy niz ten na podstawie Xg then
8 S« Su{lk} > dodaj I, do S
9 else

10: return S

11: return S

Regresja krokowa w tyt dziata podobnie, jednak tym razem zamiast startowaé¢ z pustego
modelu i wlaczaé do niego kolejne zmienne, zaczynamy z petnego modelu i w kolejnych krokach
usuwamy zmienne. 7Z uwagi na charakter rozwazanych danych nie bedziemy rozwazali tej wersji.
Mozemy réwniez w kazdym kroku rozwazaé zaréwno dodawanie jak i usuwanie zmiennych.

Ponizej przedstawiam kroétki opis wykorzystywanych kryteriow, na podstawie ktorych moze-
my zadecydowadé, czy kolejna zmienna powinna zosta¢ dodana do modelu, a zatem czy wickszy
model jest lepszy (zob. 1.7 w Alg. 1).

Ustalone k4, Ustalona z géry liczba zmiennych, ktére wlaczymy do modelu. Jest to najprost-
sze z rozwazanych kryteriow. W kazdym kroku wybieramy zmienna, ktéra daje najwickszy
spadek RSS i dodajemy w sumie k4, zmiennych.

AIC Kryterium informacyjne Akaikego (AIC) [2], gdzie kara za zlozono$é modelu jest 2(k+1),
zatem minimalizujemy

nlog (RSS1§XS)> +2(k+1). (3.8)

BIC Kryterium informacyjne Schwarza (BIC) [14], gdzie funkcja kary jest postaci (k+1)log(n),
zatem minimalizujemy

nlog (RSS;EXS)) + (k+ 1) log(n). (3.9)

Test F' F-test, gdzie o wlaczeniu kolejnej zmiennej do modelu decyduje test statystyczny F' [6],
stuzacy do poréwnania dwdch zagniezdzonych modeli.

W kazdym kolejnym kroku procedury nalezy zatem obliczy¢ warto$¢ wybranego kryterium
i nastepnie wybra¢ model minimalizujacy go. W przypadku rozwazanej regresji krokowej w przéd
bedziemy zawsze poréwnywaé¢ model mniejszy z wiekszym i decydowaé czy kolejna zmienng
wlaczy¢ (i kontynuowac) procedure, czy nie istnieje juz zmienna, ktéra mozemy dodaé, a tym
samym konczymy dzialanie na dotychczasowym modelu.

3.2.2 Lasso

Innym sposobem doboru zmiennych do modelu liniowego moze by¢ rozwigzanie zagadnienia Las-
so [15], ktére rozni sig od klasycznego problemu najmniejszych kwadratéw dodaniem dodatkowej
kary za zlozonos¢ modelu w postaci A||S||1 i ma postaé¢ problemu optymalizacyjnego

* _ . 1 _ 2
B*(A) = min o lly — XBll> + MBIl (3.10)



Nalozenie kary w postaci normy /; na wspotczynniki sprawia, ze dla ustalonego A\ czesé z nich
bedzie miata zerowe wartosci w ostatecznym rozwigzaniu. Ponizej, w Alg. 2 przedstawiam al-
gorytm opisany w rozdziale 6.2 w [3] pozwalajacy na znalezienie pelnej Sciezki regularyzacyjnej
dla problemu Lasso.

Algorithm 2 Podstawowy algorytm szukajacy sciezki regularyzacyjnej w problemie Lasso
Require: y € R™*!, X € R™P k0 €N
1: procedure LASSO(y, X, kpaz)

2: A max |cor(z;,y)| > znajdujemy x; najbardziej skorelowany z y
3: S {j:|cor(zj,y)| = A1}

4: for k =2,..., kpee do

5: Znajdz najwieksza warto$é A\, < Ap_1 1 \p < A\p_1 taka, ze

6: (a) Fju € SO : |XT (y — XB*(Na))| = Aa,

7 (b) djp € S 6]:(/\5) = 0.

8: if A\, > A\, then

9: S <+ SU{ja} > dodaj j, do zbioru aktywnych zmiennych
10: AL — Aa

11: else

12: S« S\ {/i} > usun j, ze zbioru aktywnych zmiennych
13: A = Np

W planowanej rozprawie opisze modyfikacje tego algorytmu, aby w kazdym jego kroku moz-
liwe byto filtrowanie zmiennych przy uzyciu indeksu wielowymiarowego na podstawie korelacji
z pewnymi wektorami zwigzanymi ze zmiennymi wlaczonymi do obecnego modelu oraz z resi-
duum.

4 Regresja krokowa z wykorzystaniem indeksé6w wielowymiaro-
wych

4.1 Podstawy teoretyczne modyfikacji algorytmu

Jednym z celéw stawianych w planowanej rozprawie jest zmodyfikowanie Alg. 1 w taki sposéb,
aby w wierszu 6 nie przeszukiwaé¢ wszystkich zmiennych, ale jedynie ich podzbiér. Podstawe
teoretyczng modyfikacji stanowi tw. 4.1, ktére mowi, ze w kazdym kolejnym kroku dzialania
algorytmu, majac dany pewien proponowany wektor x, jestedmy w stanie odrzuci¢ czes¢ zmien-
nych, ktére na pewno beda gorsze od x. Za pomocg indeksu wielowymiarowego bedziemy szukaé
wszystkich zmiennych, ktérych korelacje z obecnym residuum r lub z ktéras zmienng juz dodana
do modelu sa nie mniejsze niz pewien prég. Dowdd tw. 4.1 mozna znalezé w artykule [18] lub ra-
porcie badawczym [17] bedacym wstepna wersja artykulu rozszerzajacego wyniki przedstawione
w [18].

TWIERDZENIE 4.1. Zaléimy, ze S = {i1,...,ix}, zmienne Xg = [z;,|...|z;,] obecnie
wlgczone do modelu sq ortogonalne i znormalizowane, a RSS(Xg) > 0. Niech x,z’ bedg innymi
zmiennymsi, niewlgczonymi do modelu. Wowczas

1. speilniona jest ponizsza nierownosc

1
max {|cor(x;,, x)l, ..., |cor(x;,, x)|, |cor(r,x)|} > , (4.1)

1
SRSS(Xsm) T F

gdzie v = Px,y jest wektorem residudéw z modelu opartego na Xg. Dla § RSS(Xg,z) =0
zakladamy, ze prawa strona réwnania jest réwna 0 (zgodnie z zachowaniem granicznym,).



2. 7 ARSS(Xg,2") > ARSS(Xg, x) wynika, ze

1
max {|cor(z;,,2')|, ..., |cor(z;,x")], |cor(r,z')|} > . (4.2)

1
SRSS(Xsm) T

Twierdzenie 4.1 opisuje przypadek, gdy bierzemy pod uwage najprostsze kryterium (zob. p.
3.2.1), t.j. wlaczamy z gory zadang liczbe zmiennych. Mozemy je rozszerzy¢ na przypadek, gdy
rozwazamy kryterium postaci (3.7) lub to zwiazane z testem F'; w tym celu spdjrzmy na lemat
4.1, ktérego dowdd mozna znalezé w raporcie badawczym [17].

LEMAT 4.1. Niech Xg = [x;,]...|x;,] bedzie macierzq zawierajgcq zmienne obecnie wigczone
do modelu. Zaldimy, ze x jest nowq zmienng, ktérqg chcemy dodaé, a C € {AIC, BIC, F} jest
wykorzystywanym kryterium. Wtedy dodanie x do modelu jest korzystne ze wzgledu na rozwazane
kryterium C wtedy ¢ tylko wtedy gdy

SRSS(Xg,z) > dc, (4.3)

gdzie

[\

darc =1 —exp (1>(, ))
og(n

3

ogrc =1 —exp (—
n

1
1+ ﬁ]}?l,n_k_g(l — Oé).

op=1
W zwigzku z tym, przy zaloZeniu, ze Xg jest ortogonalna, dodanie zmiennej x moze prowadzi¢
do poprawy wzgledem kryterium C' jesli
1
- .
Vg Tk

Gdy polaczmy wartosci progéw opisane w powyzszym twierdzeniu i lemacie otrzymamy

max {|cor(x;,, x)l, ..., |cor(x;,, )|, |cor(r,z)|} > (4.4)

ograniczenie

! (4.5)

n

= 1 Y
\/max(ac,aRss(Xs,w)) Tk

ktére mozemy zastosowaé w modyfikacji algorytmu 1.

4.2 Modyfikacja algorytmu regresji krokowej

Ostateczny algorytm pozwalajacy na znajdowanie modelu liniowego za pomoca regresji krokowej
w przéd przy uzyciu indeksu wielowymiarowego jest przedstawiony w Alg. 3.



Algorithm 3 Algorytm regresji krokowej z selekcja zmiennych na podstawie indeksu wielowy-
miarowego
Require: y € R™! X € R" P, kyuw €N

1: procedure MI-FORWARD-STEPWISE(y, X, kmaz)

2 Ty ¢ argmax;eqy,  pylcor(y, z;)| > dwa zapytania o 1 sasiada

3 S+ {xy} > pierwsza zmienna dodana do modelu

4: for k< 1,...,kpne: —1do

5: r +— normalize(Px y) > normalizujemy wektor residuéw

6 ¢ < argmax;e gy pp\gleor(zi, )| > dwa zapytania o 1 sasiada, znajdujemy zmien-
na z. najbardziej skorelowana z r

7: n (m + k)_% > ograniczenie na korelacje

8: > lub zmodyfikowane ograniczenie korzystajace
z kryteriéw, zob. lemat 4.1

9: Xgs « zortogonalizuj(Xg)

10: C+{ie{l,...,p}\S:|cor(r,z;)| = n} > 2 zapytania (w promieniu)

11: forl«+ 1,...,k do

12: C+—Culie{l,...,p}\ S |cor(x;,x;)| = n} > 2 zapytania (w promieniu)

13: l, < argmax;ccARSS(Xg, z;) > znajdz najlepszg zmienng

14: if model oparty na [Xg|zy,, | jest lepszy niz ten oparty na Xg then

15: S <+ SU{l}

16: else

17: return S

18: return S

5 Algorytm Lasso z wykorzystaniem indekséw wielowymiaro-
wych

5.1 Podstawy teoretyczne do modyfikacji algorytmu

Kolejnym celem planowanej rozprawy jest modyfikacja Alg. 2, w sposéb umozliwiajacy filtrowa-
nie zmiennych za pomocg indeksu wielowymiarowego, aby w wierszu 6 nie przeszukiwaé¢ wszyst-
kich zmiennych, ale jedynie ich podzbiér. Podstawe teoretyczna modyfikacji stanowi Tw. 5.1,
ktore mowi, ze w kazdym kolejnym kroku dziatania algorytmu, majac dany pewien proponowa-
ny wektor z.,, jesteSmy w stanie odrzuci¢ czes¢ zmiennych, ktére na pewno nie zostana dodane
do zbioru aktywnych indekséw wczesniej niz z.,. Bedziemy zatem szukaé¢ za pomoca indeksu
wielowymiarowego wszystkich zmiennych, ktérych korelacje z wektorem u lub s sa nie mniejsze
niz pewien prég. Dowdd tw. 5.1 mozna znalezé w raporcie badawczym [20] przedstawiajacym
czeSciowe wyniki na temat przedstawianej tu modyfikacji.

TWIERDZENIE 5.1. Niech S = {i1,...,i;} bedzie aktualnym zbiorem aktywnych indeksow,
Te, bedzie zmienng takq, Ze c1 ¢ J, a A, wartoScig parametru regqularyzacyjnego dla ktdrego ¢y
zostatoby dodane do S. Wtedy dla dowolnej innej zmiennej xc, © Ae, zachodzi

jesli

Acy Acy

, < — lub , < — 5.1
|COT($CQ 8)| )\01ds +du U |COT($C2 U’)| )\Clds +du ( )
to
Aey < Aeys (5.2)
. P Xe(XTxg)1 _ .
gdzie u =3 d, = | Pxgylla, s = 2SS g — || Xg(XEXs) M sll2. ts = sign(XE(y —
X56%))
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Rysunek 2: Wartosci parametru regularyzacyjnego A, dla jakich x zostalby wtaczony do zbioru
aktywnych indekséw. Sa one przedstawione w funkcji cor(zx,s) i cor(z,u), a kolor odpowiada
wartos$ci A jaka parametr przyjmuje w zaleznosci od tych korelacji. Wykres zostal ograniczony
poprzez A = 0.7, bedaca przyktadows wartodcia jaka przyjmuje parametr na $ciezce w momencie
wlaczenia poprzedniej zmiennej (zatem szukane A musi byé¢ od niego mniejsze) oraz poprzez
Ae; = 0.3 (od ktérego szukane A musi byé¢ wigksze). Biale obszary oznaczaja miejsca gdzie
rozwigzanie nie istnieje lub nie zawiera si¢ miedzy 0.3 i 0.7. Czarne punkty sa ograniczeniami
zdefiniowanymi w tw. 5.1, a szary obszar odpowiada tym ograniczeniom.
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Rys. 2 stanowi ilustracje do powyzszego twierdzenia. Mozemy réwniez zauwazy¢, ze w pew-
nych przypadkach mozliwa jest rotacja wektora u, tak, aby filtrowanie korelacji odbywato sie
jedynie wzgledem korelacji z o, co jest przedstawione na rysunku 3 i opisane dokladniej w
raporcie badawczym [20].

5.2 Modyfikacja algorytmu Lasso

Ostateczny algorytm, uwzgledniajacy przypadek z mozliwg rotacja i bez, pozwalajacy na znajdo-
wanie $ciezki regularyzacyjnej w problemie lasso z zastosowaniem indekséw wielowymiarowych
jest przedstawiony w Alg. 4.

Algorithm 4 Algorytm Lasso z wykorzystaniem indeksu wielowymiarowego
Require: y € R™*!1, X € R™P k0 € N
1: procedure MI-LASsO(y, X, knaz)

2: A max |cor(z;,y)]| > zaczynamy od z; najbardziej skorelowanego z y
=1,..,p
3: S {j:|cor(z;,y)| = A1}
4: for k=2,...,kna: do
5: Znajdz C = (c1,c2) > zob. rys. 3
6: if ¢; >01c¢o >0 then
7: Znajdz upe i v = |OC)| > zob. rys. 3
8: Znajdz Sgearen = {j € S¢ : |cor(xj, Uret)| > v}
9: else
10: Znajdz v > zob. wzér 5.1 w tw. 5.1
11: Znajdz Sseareh = {7 € SC : |cor(zj,u)| > v} U {j € SC : |cor(z;,s)| > v}
12: Znajdz najwieksza wartos¢ Ay < Ap—1 1 Ay < A\p—1 taka, ze
o dycor(zj,u)  —dycor(zj,u)
13: (a’) Aa = jEI,SI}ffiph (lfdscor(jxj,sﬁ 1+dscor(x]j,s))
. _ (XgXs)1)iXgy
14: (b) Ay = I?ea? (XIXg)~1)its
15: if A\, > A\, then
16: S <+ SU{j.} > j, jest indeksem zmiennej odpowiadajacej A4
17: A — Ag
18: else
19: S S\ {i} > jp jest indeksem zmiennej odpowiadajacej Ay
20: A= N

6 Eksperymenty obliczeniowe

6.1 Regresja krokowa z indeksem wielowymiarowym
6.1.1 Opis danych rzeczywistych — baza danych Eurostat

Ponizej znajduje sie krotki opis danych, na jakich przeprowadzone byty dotychczasowe ekspe-
rymenty — baze danych Eurostat [8]. Zawiera ona tysiace zbioréw podzielonych na kategorie.
Kazda z kategorii sktada si¢ ostatecznie z kilku milionéw zmiennych opisujacych pewne charak-
terystyki europejskich panstw na przestrzeni lat. Rysunek 4 przedstawia cze$¢ schematu bazy
z zaznaczong Sciezka do przykladowej zmiennej dotyczacej $miertelnosci noworodkéw.

Jedng z podkategorii kategorii popul, dotyczacej ludnosci i warunkéw spotecznych jest demo
dotyczace demografii i migracji, nastepnie demo_mor opisujaca $miertelnoéci. Do tej podkategorii
nalezy zbiér demo minfind o $miertelnosci noworodkéw (Infant mortality rates). Na kazdy ze
zbioréw sktadaja sie dane opisujace pewne zjawisko w krajach europejskich na przestrzeni lat,
z podzialem na pewne wybrane cechy. Przykladowa zmienna (zaznaczona na rys. 4 na rézowo)

12
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Rysunek 3: Wartosci parametru regularyzacyjnego A dla jakich x zostalby wlaczony do zbioru
aktywnych indekséw. Zostaly on przedstawione w funkcji cor(x, s,o¢) i cor(x, uyot), a kolor od-
powiada wartosci A jaka przyjmuje w zaleznosci od tych korelacji. Wykres zostal ograniczony
poprzez A = 0.7, bedaca przyktadowa wartoscia jaka przyjmuje parametr na $ciezce w momen-
cie wlaczenia poprzedniej zmiennej (zatem szukane A musi by¢ od niego mniejsze) oraz poprzez
Ae; = 0.3 (od ktérego szukane A musi byé¢ wigksze). Biale obszary oznaczaja miejsca gdzie roz-
wiazanie nie istnieje lub nie zawiera si¢ miedzy 0.3 1 0.7. Czarne punkty sa ograniczeniami jakie
mozna nalozy¢ na cor(z, uy), zamiast na cor(x,u) i cor(z, s) i wtedy szary obszar odpowiada
tym ograniczeniom.
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unit: RT unit: RT unit: RT unit: RT unit: RT
indic_de: ENEOMORRT indic_de: INFMORRT indic_de: LFOEMORRT indic_de: NEOMORRT indic_de: PERIMORRT

Rysunek 4: Cze$¢ bazy danych Eurostat (szczegétowy opis mozna znalezé w [8]). Graf pokazuje
Sciezke wiodaca do przykladowej zmiennej opisujacej $miertelnosé noworodkéw (zaznaczonej
na rézowo). Niebieskie wierzcholki opisuja kategorie, a zielony to konkretny zbiér zawierajacy
rozwazang zmienng.

jest przedstawiona za pomoca wymiaréw unit: RT (oznaczajaca stosunek na 1000 urodzen) oraz
indic_de: INFMORRT (opisywana wielko$é: Smiertelno$é noworodkéw).

Kazda ze zmiennych jest opisywana przez geo (kraj lub region) i time (okres czasu, zwykle
sa to lata, ale niektére zmienne sa opisane za pomocg danych miesigcznych lub kwartalnych).
Do dotychczasowej analizy zostaly wykorzystane dane, ktére mozna bylo opisaé¢ za pomoca par
(kraj, rok) i w calej bazie jest ich okoto 8 milionéw. Wybranymi krajami byly wszystkie
panstwa Unii Europejskiej oraz dodatkowo 4 panstwa nalezace do Europejskiego Stowarzyszenia
Wolnego Handlu. Ograniczylismy sie dodatkowo do 25 lat (1990 —2014), zatem ostateczna liczba
obserwacji dla kazdej zmiennej wyniosta 800. Dodatkowo podczas testéw dzielimy zmienne na
cze$¢ uczaca (lata 1990 — 2010) i testowa (lata 2011 — 2014).

Jak w przypadku kazdych danych rzeczywistych trzeba odpowiednio uwzglednié¢ brakujace
dane, ktoére zostaly uzupelnione w taki sposéb, ze osobno dla kazdego kraju srodkowe wartosci
w szeregach czasowych zostaly uzupelnione za pomoca liniowej interpolacji a skrajne najblizsza
niebrakujacg wartoscia.

Rysunek 5 przedstawia strukture brakéw danych dla dwoch przyktadowych zmiennych —
opisanej wczedniej $miertelnodci noworodkéw i jednej ze zmiennych znalezionych przez model
opisany w podrozdziale 6.1.2.
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Rysunek 5: Struktura brakéow danych na dwéch przykladowych zmiennych. x oznacza brak
danych, a natezenie koloru méwi o wartosci danej obserwacji.

Baza danych Eurostat jest regularnie uaktualniana, a dane wykorzystane do dotychczasowej
analizy zostaly pobrane 28.02.2018.

6.1.2 Wyniki

Ten punkt rozpoczne od krétkiego przykitadu zastosowania algorytmu 3 na danych pocho-
dzacych z Eurostatu. Jako zmienna odpowiedzi przyjmiemy $miertelno$¢ noworodkéw popul:
demo_minfind, indec_de: INFMORRT, unit: RT. Do modelu zostanie dobranych w sposéb au-
tomatyczny 5 zmiennych (wersja nieinteraktywna) i poréwnane zostana pierwiastki bledéw sred-
niokwadratowych miedzy kolejnymi modelami na zbiorze uczacym i testowym. Szczegbétowa ana-
lize przykladéw zaréwno w wersji interaktywnej (z czeSciowym recznym wyborem zmiennych
w kolejnych krokach), jak i w pelni automatycznej mozna znalezé w pracy [17].

Rysunek 6 przedstawia, jak zmienia sie pierwiastek z sumy kwadratow btedéw podczas do-
dawania kolejnych zmiennych. Okazuje sig¢, ze w pelni automatyczny dobér zmiennych z zasto-
sowaniem przyblizonego indeksu do filtrowania danych w kolejnych krokach daje dosy¢ dobre
wyniki.

Nastepnie przeprowadzona zostala symulacja, w ktérej w kazdym kroku tworzymy wektor
odpowiedzi ¥y jako liniowg kombinacje losowo wybranych zmiennych z bazy Eurostat oraz pew-
nego normalnego btedu. Rozwazamy dwa warianty — wyjsciowe modele z 2 oraz z 3 zmiennymi
w nastepujacej postaci:

(a) y=>5x1+2z2 +¢,
(b) y=10x1 + 3z2 + x3 + ¢, (6.1)

gdzie € jest gaussowskim szumem (z odchyleniem standardowym réwnym 0.02) Symulacje po-
wtarzamy 100 razy.

Za kazdym razem budujemy model z maksymalnie 5 zmiennymi, z zastosowaniem kryterium
(test F z a = %, uwzgledniajacy poprawke na poréwnania wielokrotne). W idealnym przy-
padku kryterium powinno zakonczy¢ budowe modelu po dodaniu 2 lub 3 zmiennych, jednak
z powodu dodanego szumu nie musi si¢ tak staé.
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Rysunek 6: Zmiana pierwiastka z sumy kwadratéw bltedow pomiedzy modelami tworzonymi w
kolejnych krokach.

Tabela 1: Jak czesto kryterium oparte na tescie F' koniczyto budowe modelu dla danych opisanych
wzorami (6.1).

wielko$¢ modelu Yy~ x1+ T2 Yy~x1+ 22+ T3
1 zmienna 1% 0%
2 zmienne 29% 0%
3 zmienne 30% 20%
4 zmienne 6% 18%
5 lub wiecej 34% 62%

W tabeli 1 mozemy poréwnaé jak czesto kryterium oparte na tescie F' zakonczylo budo-
we modelu w przypadku, gdy y byl utworzony jako kombinacja 2, a kiedy jako kombinacja 3
zmiennych.

Rysunek 7 przedstawia jak zmieniala sie wartos¢ minimalnej korelacji () w zaleznosci od
numeru szukanej zmiennej i rodzaju danych.

6.2 Sciezka rozwigzan dla problemu lasso z indeksem wielowymiarowym

6.2.1 Opis danych symulacyjnych

Algorytm 4 zostal przetestowany na danych symulacyjnych. Rozwazone zostaly zmienne x1, ..., z,,
wygenerowane z rozkladu jednostajnego takiego, ze x; ~ U,(0,1), liczba zmiennych wyniosta
m = 100000, a zmienna odpowiedzi y zostala wygenerowana jako

y = 10x;, + dxyy, + 3xiy + 224, + 245 + €
gdzie € ~ N;,(0,0.02).
Wszystkie wektory x; oraz y zostaly odpowiednio unormowane (zob. réwnanie (1.1)), a sy-

mulacje zostaly wykonane dla réznych wartosci n € (50,100,300, 500,1000) i powtérzone dla
kazdej z nich 50-krotnie.
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Rysunek 7: Minimalna korelacja dla modeli z 2 i 3 zmiennymi.

6.2.2 Wyniki

W tej sekcji przeanalizujemy jak duzy w kolejnych krokach bedzie zbidr Sseqren (z0b. wiersz 8 i
11 w alg. 4).

Rysunek 8 przedstawia wykresy skrzynkowe dla liczby zmiennych znalezionych podczas filtro-
wania ich w kazdym kroku algorytmu (lewa strona) oraz minimalna korelacje, czyli ograniczenie
opisane w tw. 5.1 (prawa strona).

Wartosci te zostaly przedstawione w zaleznosci od liczby obserwacji n oraz obecnej liczby
zmiennych w modelu k. Mozemy zauwazy¢, ze im wieksza jest liczba obserwacji n tym mniej
zmiennych zostaje znalezionych. W szczegdélnosci dla n > 300 i liczby zmiennych w modelu
mniejszej niz 5 (nalezy przypomnieé, ze y zostal utworzony wlasnie na podstawie 5 zmiennych)
Sseareh bylo zwykle réwne 1 lub 2, zatem znaleziono ponizej 0.01% wszystkich zmiennych.

7 Podsumowanie, wnioski i dalsza planowana praca

Wprowadzone modyfikacje i zastosowanie przyblizonych indeksow wielowymiarowych do szyb-
kiego filtrowania zmiennych pozwalaja na zastosowanie klasycznych metod do selekcji zmiennych
w modelach liniowych takich jak regresja krokowa i Lasso na danych o duzej liczbie predyktoréw.

W planowanej rozprawie Scisle dowiode, ze zaproponowane modyfikacje algorytmdw stepwise
i Lasso, zwracaja te same wyniki co ich oryginalne odpowiedniki, pod warunkiem, ze podczas
wyszukiwania zmiennych skorzystalibySmy z dokladnego indeksu. Zastosowanie w nich przybli-
zonych indekséw wielowymiarowych sprawia, ze otrzymujemy rozwiazanie zblizone do oryginal-
nego, zyskujac tym jednak na wydajnosci. Wyniki te opisane sa w artykutach [18] i [19] oraz
raporcie badawczym [20] i artykule przygotowanym do publikacji [17].

Dotychczasowe wyniki dzialania algorytméw sg bardzo obiecujace i pokazuja, ze metody te
mozna z powodzeniem zastosowaé na danych o duzej liczbie zmiennych.
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