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Tematyka rozprawy

Przedstawiona do recenzji rozprawa dotyczy metod selekcji zmiennych w modelach liniowych
w kontekscie probleméw/danych o ekstremalnie duzej liczbie predyktoréw. W takiej sytuacji zachodzi
koniecznos¢ zastosowania metod efektywnego zarzadzania danymi, w szczegdlnosci skutecznej pre-
selekcji  rozwazanych zmiennych. Do tego celu Autorka stosuje indeksy wielowymiarowe
umozliwiajagce szybkie wyszukiwanie wektordw sasiadujgcych w rozwazanej przestrzeni danych
z danym wektorem wejsciowym.

W rezultacie przeprowadzonych badan Doktorantka przedstawita w rozprawie dwa algorytmy
wykorzystujace indeksy wielowymiarowe — dedykowane sytuacjom, w ktérych mamy do czynienia
z ekstremalnie duzym wolumenem zmiennych - stanowiace rozwinigcie metod klasycznych: regresji
krokowej oraz Lasso. '

Poprawno§¢ formalna zaproponowanych algorytméw oraz praktyczne aspekty ich
wykorzystania omawiane sg w kolejnych rozdziatach rozprawy. W szczegélnosci Autorka dowodzi, ze
zaproponowane rozszerzenia regresji krokowej oraz Lasso wykorzystujace indeksy wielowymiarowe
zwracajg wyniki dokladne w przypadku wykorzystania dokladnego indeksu wielowymiarowego.
Ponadto, w oparciu o dane symulacyjne oraz rzeczywiste, Doktorantka pokazuje, ze wykorzystanie
indeksow wielowymiarowych w praktyce w kontekscie ekstremalnie duzych zbioréw danych (kiedy
nie sg to indeksy doktadne) prowadzi do relatywnie niewielkiego spadku jako$ci budowanego modelu.



Hipoteza badawcza

Hipotezg badawczg weryfikowang w rozprawie jest potwierdzenie mozliwosci efektywnego
wykorzystania indekséw wielowymiarowych, w polaczeniu z dwiema znanymi metodami doboru
zmiennych do modelu predykcyjnego, w przypadku ekstremalnie duzych zbioréw zmiennych. Pojecie
,.efektywnego wykorzystania” nalezy tutaj rozumie¢ jako uzyskanie modeli charakteryzujgcych sie
dobrg skalowalnoscig czasowg i pamigciowa kosztem zmniejszenia ich doktadnosci w akceptowalnym

stopniu.

Tres¢ rozprawy
Rozprawa liczy 136 stron, skfada si¢ z 6 rozdzialéw oraz spisu literatury zawierajgcego 118 pozycji.

W pierwszym rozdziale Autorka przedstawia cel, zakres oraz motywacj¢ badan
przedstawionych w rozprawie, wskazujgc jednoczes$nie te ich aspekty, ktore stanowig nowos¢
w stosunku do aktualnego stanu badan w zakresie podjetego problemu,

Zagadnienie rozwazane przez Kandydatke jest bez watpienia trudne i ma istotne znaczenie
w kontekscie wielu praktycznych zastosowan. Podejscia referencyjne, do ktérych Autorka odnosi sig
w tresci rozprawy sa generalnie stabo skalowalne w kontekscie rosnacej liczby predyktorow.
Powyzsza uwaga, w polgczeniu ze spostrzezeniem o lawinowo rosngcym wolumenie danych
przechowywanych w roznego rodzaju repozytoriach prowadzi do natychmiastowego wniosku
o potrzebie stosowania nowych podej$¢ badZ odpowiednio zmodyfikowanych wersji istniejgcych
metod. Powyzsza konstatacja stanowi gléwng motywacje praktyczng Autorki.

W dalszej czgsci rozdzialu pierwszego kandydatka formuluje podstawowa hipoteze badawcza,
opisuje metodyke prowadzenia przedstawionych w rozprawie badan oraz wprowadza jednolitg notacjg
obowigzujacg w calej dysertacji.

Rozdzial napisany jest starannie. Jedyna uwaga dotyczy definicji $redniej na stronie 13,

w ktorej pominiety zostal wspétczynnik 1/n.

W rozdziale drugim Doktorantka przedstawia podstawowe informacje dotyczgce modeli
liniowych, w tym dobo6r wspofczynnikow metoda najmniejszych kwadratéw oraz odnosi si¢ do
podstawowego zagadnienia rozprawy, czyli selekcji zmiennych w modelu wielowymiarowym.
Rozwazania prowadzone sg w trzech kontekstach: danych o matlej liczbie zmiennych, danych o duzej
liczbie zmiennych oraz danych o ultra-duzej liczbie zmiennych. Z punktu widzenia badan
przestawionych w rozprawie najbardziej interesujacy jest przypadek ostatni. Pojecie ultra-duzej liczby
zmiennych rozumiane jest jako sytuacja, w ktorej liczba predyktoréw rodnie szybciej niz
wielomianowo z liczba obserwacji.

Rozdziat ujmuje takze omawiane w rozprawie zagadnienie w kontekscie istniejgcej literatury.
Poza zapowiedzig modyfikacji algorytméw Lasso oraz metody regresji krokowej w przoéd pod katem
ich efektywnego wykorzystania w ekstremalnie duzych zbiorach zmiennych, rozdzial zawiera
informacje stosunkowo dobrze znane i majace charakter podstawowy. Ujecie tematu jest whasciwe,
rozdzial czyta si¢ bardzo dobrze. Pominigte szczegétowe opisy metod mozna znaleZé w cytowanej
literaturze. Jedyna watpliwosé wzbudzito u nie zatozenie o odwracalnosci macierzy XX prowadzace

do wzoru (2.2), ktére nie zawsze musi by¢ speinione.



Rozdzial trzeci poswigcony jest omoéwieniu indekséw wielowymiarowych, czyli struktur
danych umozliwiajacych efektywne wyszukiwanie probek znajdujacych sie w sgsiedztwie danego
wektora (wektora zapytania) w rozwazanej przestrzeni danych. Podstawowe dwa rodzaje zapytan
dotycza a) wskazania okreslonej z gory liczby najblizszych sasiadow badZ b) wskazania wszystkich
sgsiadow znajdujacych sie we wnetrzu kuli wielowymiarowej o zadanym promieniu, czyli tzw.
zapytania zakresowego.

Autorka zaczyna od zwiezlego przedstawienia metod budowania indekséw doktadnych,
skupiajgc si¢ w dalszej czesci rozdziatu na indeksach przyblizonych, ze swej natury bardziej
predystynowanych do wykorzystania w ekstremalnie duzych zbiorach danych. Nastepnie Kandydatka
omawia metody oparte o redukcj¢ wymiarowosci.

W wyniku przeprowadzonych poszukiwan optymalnej biblioteki implementujacej metody
indeksowania spelniajagce wymagania stawiane przez Autorke (przede wszystkim mozliwoscé
definiowania pytan zakresowych oraz brak koniecznosci przechowywania catego zbioru danych
w pamigci podrgcznej) wybrana zostala biblioteka Faiss, ktérej whasnos$ci Autorka opisuje w dalszej
czesci rozdziatu,

Ostatnim elementem rozwazan zamieszczonych w tej czesci pracy jest praktyczna analiza
wplywu tzw. przeklenstwa wymiarowosci (Curse of dimensionality) w omawianym zagadniehiu.
W kontekécie przeprowadzonych przez Autorke eksperymentéw, zilustrowanych na rys. 3.7, rodzi sie
pytanie na ile reprezentatywne s zaprezentowane wykresy. Innymi stowy, czy wylosowanie kilku
innych zestawéw 50 zmiennych prowadzitoby, w spos6b powtarzalny, do analogicznych wykreséw,
w szczegblnosci chodzi o $rednig zaznaczong czarng linig na wykresie prawym? Jak wygladataby
sytuacja w przypadku przeprowadzenia analizy dla warto$ci n innych niz 50? Uwaga czysto
techniczna: dla wygody osoby czytajgcej warto byloby umiesci¢ na prawym rysunku takze linig
wykresu z rysunku lewego odpowiadajgcg n=50.

Kolejne dwa rozdzialy zawieraja najwazniejsze wyniki pracy. Pierwszy z nich odnosi si¢ do
metody regresji krokowej w przdd i zaczyna od szczegdtowego omoéwienia oraz formalnego
wprowadzenia metody w postaci Algorytmu 1 (w przypadku ,standardowego” zastosowania metody,
tj. w kontekscie zbioréw zmiennych mniejszych niz rozwazane w dysertacji zbiory uitra-duze).
Nastepnie omawiane sa popularne kryteria stopu algorytmu.

W dalszej czgsci rozdziatu przedstawione jest autorskie rozszerzenie rozwazanej metody
wykorzystujace indeks wielowymiarowy. Podstawowa idea polega na zawezeniu zbioru
przegladanych zmiennych w danym kroku metody do odpowiednio mniejszego podzbioru, ktéry
wyznaczany jest w oparciu o dokonana wczesniej wielowymiarowg indeksacje danych.

Doktorantka formutuje i dowodzi prawdziwosci czterech lematéw, ktére nastepnie
wykorzystuje w dowodzie sformutowanego przez siebie twierdzenia 4.5 odnoszacego sie do
wspomnianej wyzej modyfikacji Algorytmu 1. Zmodyfikowana wersja metody opisana jest w postaci
Algorytmu 2. Nastepnie p. Zogala-Siudem pokazuje w Lemacie 4.6 réwnowazno$é Algorytméw 1 i 2
w przypadku kiedy mamy do czynienia z indeksem doktadnym.

Autorka omawia zlozono$¢ obliczeniowag obu algorytméw, stusznie konkludujagc, ze
wymagania obliczeniowe Algorytmu 2 istotnie zalezg od konkretnego zbioru danych i trudno tutaj o
uniwersalne wnioski. Jednoczesnie zwraca uwage na fakt, ze w przypadku, w ktérym dane nie



mieszczg sic w pamieci roboczej, realizacja Algorytmu 1 bedzie wymagala dokonywania czestych
operacji wezytywania danych z dysku powodujac dodatkowy narzut czasowy.

W dalszej czeséci rozdziahu przedstawiona jest analiza przydatnosci omawianych wczesniej
kryteriow stopu w kontekscie Algorytmu 2. Interesujgcym pomystem jest opisanie tych kryteriéw
niejako w funkcji jednego bazowego kryterium nazwanego kryferium w postaci spadku RSS. Rozdziat
konczy listing Algorytmu 3 stanowiacego modyfikacj¢ Algorytmu 2 polegajacg na efektywniejszym
obliczaniu wartosci progu np w kroku 7.

Niewatpliwie omawiany rozdzial stanowi - obok rozdzialu nastgpnego - najistotniejszy
fragment pracy i odnosi si¢ do autorskich wynikéw p. Zogaly-Siudem, sformutowanych w sposob
$cisty (w postaci lematow i twierdzenia) i potwierdzonych formalnymi dowodami. Podobnie,
Algorytmy 2 i 3 stanowig cenny wynik zaréwno z teoretycznego jak i praktycznego punktu widzenia.
Rozdzial odnosi sie bezposrednio do postawionej tezy badawczej i udziela na zawarte w niej pytanie
odpowiedzi twierdzacej na gruncie- formalizmu matematycznego (wnioski praktyczne omoéwione sg
w rozdziale szostym). Z drugiej strony Autorka przedstawia takze swoje spostrzezenia i intuicje,
dzieki czemu rozdzial nie jest zbyt hermetyczny i czyta si¢ go z przyjemnoscia.

Z uwag polemicznych:

(1) Analiza kryterium w postaci spadku RSS moglaby by¢ poglebiona, np. niektdre kryteria
zaleza wylgcznie od n, inne dodatkowo od p i/lub k. Czy powyzsze réznice wplywajg na
praktyczng uzyteczno$é tych kryteridw?

(2) W nieréwnosci (4.7) pojawia sie parametr 1), ktérego znaczenie jest wyjasniane dopiero
podczas analizy Algorytmu 2.

Rozdzial pigty omawia zagadnienie wyboru zmiennych w kontekscie metody Lasso
i algorytmu homotopijnego (Algorytm 4), ktory jest nastepnie modyfikowany przez Autorke do
postaci wykorzystujacej indeksy wielowymiarowe (Algorytm 5). Motywacja lezgca u podstaw
wykorzystania indeksow wielowymiarowych jest analogiczna do przypadku modyfikacji metody
regresji krokowej — chodzi o ograniczenie liczby przegladanych zmiennych (zdefiniowane albo wprost
w postaci liczby sgsiadéw albo w drodze ograniczen natozonych na odleglos¢ probki od danego
wektora).

W celu uzasadnienia poprawnosci zaproponowanej modyfikacji metody Lasso Kandydatka
formutuje oraz dowodzi poprawnosci czterech twierdzen pomocniczych (lematy 5.2-5.5), ktore
wykorzystuje w dowodzie twierdzenia 5.6 odnoszacego si¢ wprost do whasciwosci procedury wyboru
kolejnej zmienne;.

W dalszej czesci rozdziatu Autorka bada ztozonos¢ zaproponowanej metody budowy modelu,
czyli Algorytmu 5, bada wplyw niedokladnosci indeksu na optymalnos¢ wyboru ostatecznego zestawu
zmiennych oraz lgczy zaproponowang metode z algorytmem przesiewowym Screening-Ordering-
Selection (SOS) w celu umozliwienia wyboru mniejszego zestawu zmiennych (prostszego modelu).

W ostatniej czesci rozdzialu Doktorantka opisuje alternatywne metody przesiewania
zmiennych stosowane w algorytmie Lasso oraz dokonuje ich poréwnania z metoda SOS (w kontekscie
Algorytmu 5).

Jak wspomnialem powyzej rozdzial piaty jest kluczowym, obok rozdziatu czwartego,
fragmentem dysertacji. Doktorantka przedstawia w nim autorski algorytm wykorzystania indeksu
wielowymiarowego w popularnej metodzie doboru zmiennych Lasso, umozliwiajgcy zastosowanie tej



metody do probleméw o znacznie wigkszych rozmiarach. Zaréwno algorytm jak i jego wlasnosci
opisane sg w sposob formalny po raz kolejny pokazujgc bardzo dobre rozumienie przez Kandydatke
rozwazanej tematyki oraz swobod¢ postugiwania si¢ formalizmem matematycznym. Ponownie warto
podkresli¢, ze proporcje pomiedzy opisem formalnym a opisem intuicyjnym sg dobrze dobrane.

Mam dwie uwagi do tresci rozdziahu pigtego:

(1) Na poczatku rozdziatu (str. 67) rozpatrywane sg dwa rdwnania: (5.1) oraz réwnanie
ponizej (bez numeru). Réwnania te okresla Autorka jako ,réwnowazne”. Oczywiscie,
optymalizacja w obu przypadkach prowadzi do tego samego rezultatu, ale z formalnego
punktu widzenia nie sg to zapisy réwnowazne. Tym samym, w réwnaniu dolnym nie
powinno by¢ stosowane oznaczenie f,., ale inne oznaczajace optymalizowang funkcje.

(2) Z podpisu pod rysunkiem 5.3 wynika, ze ,lewy wykres pokazuje rozwigzania mniejsze,
prawy wicksze”, natomiast w tekécie zamieszczonym kilka linii powyzej pada
stwierdzenie odwrotne. Nota bene, rysunki lewy i prawy sg w zasadzie nierozréznialne,
a w konsekwencji trudno wyciagnad jakiekolwiek wnioski z ich poréwnania.

Kolejny rozdziat, w odréznieniu od poprzednich, ktére poswigcone byly wprowadzeniu oraz
teoretycznemu uzasadnieniu autorskich algorytmow wykorzystujacych indeksy wielowymiarowe,
poswigcony jest praktycznej weryfikacji skuteczno$ci proponowanych rozwigzati, w oparciu o bazg
Eurostatu zawierajaca ok. 8 milionéw zmiennych.

Analiza eksperymentalna zaczyna sie od testow na danych symulacyjnych, ktére odnoszg sie
do faktycznych kolumn zmiennych Eurostatu, dla ktérych zmienne odpowiedzi generowane sg
sztucznie w oparciu o0 3 modele (A, B, C). Modele te implementujg kombinacj¢ liniowa odpowiednio
dwdch, trzech i czterech zmiennych z dodanym szumem gaussowskim.

W przypadku regresji krokowej (w wersji zmodyfikowanej przez Autorke) badana jest
skuteczno$¢ algorytmu przesiewania zmiennych, jakos$¢ predykeji uzyskanego modelu oraz wplyw
kryterium stopu na funkcjonowanie modelu i jakos$¢ uzyskiwanych wynikow.

Zmodyfikowany algorytm Lasso réwniez testowany jest pod kgtem skutecznosci przesiewania
zmiennych i jakosci predykcji. Zastosowany algorytm przesiewania jest poréwnywany z innymi
metodami przesiewania wykorzystywanymi w metodzie Lasso.

W dalszej czesci rozdzialu Autorka poréwnuje miedzy sobg oba algorytmy w kontekscie
zestawu wyselekcjonowanych zmiennych, czasu wykonania oraz jakosci predykcji.

Rozdzial konczy opis przypadku rzeczywistego czyli wykorzystania obu algorytméw do
budowy modeli dla konkretnej zmiennej w oparciu o baze Eurostatu. Doktorantka analizuje zestawy
zmiennych zaproponowane przez oba modele, a takze odnosi si¢ do — istotnego z praktycznego punktu
widzenia — zagadnienia tzw. przeciekdw informacyjnych.

Podsumowujac te czes¢ pracy musze stwierdzié, ze rozdzial szosty stanowi pewne
rozczarowanie. Spodziewatem sie, ze Kandydatka dokona  szerszej analizy efektywnosci
zaproponowanych przez siebie algorytméw w oparciu o dane rzeczywiste. Zamiast tego znakomita
wigkszo$¢ rozdziatu poswigcona jest testom na danych symulacyjnych (jedynie jeden test w pelni
dotyczy rzeczywistych danych Eurostatu). Rozumiem powody takiej decyzji zwiazane zapewne
z ucigzliwoscig prowadzenia eksperymentéw na danych rzeczywistych (kwestia dostepu, korelacji
zmiennych, brakéw i szuméw w danych, itd.) niemniej jednak, jedynie takie testy daja odpowiedz na

pytanie o praktyczng wartosé zaproponowanych przez Doktorantke metod.



Uwagi szczegdlowe:

(1) Autorka kilkukrotnie wspomina w pracy o tym, ze koszt zaindeksowania bazy jest
jednorazowy i w zwigzku z tym nie jest uwzgledniany w analizie zlozonosci algorytmow,
z czym mozna si¢ zgodzi¢, niemniej dla kompletnosci opisu warto byloby podad
przyblizony koszt operacji indeksowania bazy Eurostatu.

(2) Doktorantka przyjmuje zatozenie o matej zmiennosci w czasie bazy Eurostatu, dzigki
czemu mozliwe jest skorzystanie z jednokrotnego indeksowania bazy. Na ile to zalozenie
jest w praktyce spetnione? Wydaje sie, ze jest ono silnie zalezne od wyboru konkretnej
opisywanej zmiennej.

(3) Na stronie 97 Autorka pisze, ze ,,Braki na wykresie dla modeli symulacyjnych B i C
wynikajg z kryterium stopu ...” nie podajac jakie kryterium bylto zastosowane.

(4) Na stronie 103 (przedostatnia linia) Autorka nie wyjaénia dlaczego przyjmuje jako
wartos¢ graniczng 0.3.

(5) Na stronie 108 jako warto$¢ graniczng bezwzglednej korelacji z faktycznie uzyta zmienng
Kandydatka przyjmuje 0.99. Jak zmienityby sie wyniki gdyby przyjaé inne wartosci tego
progu, np. 0.98 czy 0.995? Generalnie, warto$¢ ta istotnie zalezy od konkretnego zbioru
danych. W jaki sposob powinna by¢ dobierana w ogdlnym przypadku?

(6) Na stronie 110, w opisie rysunku 6.14 punkty ponizej przekatnej odpowiadajg wyborowi
zimiennej xo w oparciu o .. Autorka wskazuje, ze jest to 56% przypadkow. Patrzac na
rysunek wydaje sig, ze liczba ta jest wieksza.

(7) Na stronie 118 Doktorantka porusza bardzo wazny problem tzw. przeciekow
informacyjnych, wskazujgc, ze w badanym przypadku pominigte zostaty okreslone dane
z bazy Eurostatu z uwagi na istnienie wspomnianego zjawiska. Baza Eurostatu jest
ekstremalnie duza i posiada stosunkowo rozbudowang strukturg. Z czego wynika
przekonanie Doktorantki, ze wszystkie zmienne, ktére w tym kontekscie nalezalo poming¢
zostaty faktycznie pominigte?

(8) Ostatnig kwestig, na ktéra chcialbym zwrédcié uwage w tym rozdziale jest istotna roéznica
pomigdzy wynikami uzyskanymi przy wykorzystaniu obu metod: Ml-Lasso oraz MI-
ForwardStepwise. W przypadku zapytania dotyczacego $miertelnosci noworodkow
metoda pierwsza wybiera zmienne do$¢ jednorodne (z obszaréw ekonomii oraz
zmiennych populacyjnych) dzieki czemu dokonany wybor jest bardziej intuicyjny. Z kolei
druga metoda wybiera bardzo zréznicowane zmienne, przy czym niektore z nich nie majg
oczywistego zwigzku ze zmienng opisywang (np. wdzial pasazerow podrozujgeych
pociggami czy agregaty rachunkow narodowych dla innych, niesklasyfikowanych inaczej
dzialalnosci ustugowych). Powyzsze réznice wydaja si¢ by¢ kluczowe z punktu widzenia
oceny obu metod, np. wyjasnialnosci modelu. Jeden przykiad testowy nie pozwala
niestety na zadne uogolnienia czy wyciagnigcie ugruntowanych wnioskow.

Rozdzial siodmy stanowi podsumowanie dysertacji. Autorka przypomina motywacj¢ lezaca
u podstaw prowadzonych badan oraz streszcza najistotniejsze wyniki. Pewnym mankamentem jest
brak odniesienia do mozliwych kierunkéw dalszych badan w rozwazanym przez Autorke temacie.
Rozprawe dopetnia spis literatury.



Rozprawa napisana jest starannie, warstwa jezykowa jest na wysokim poziomie. Nieliczne
bledy jezykowe czy interpunkcyjne, ktére zauwazylem zdecydowanie mieszczg si¢ w dopuszczalnym
zakresie.

Oryginalny wklad Autorki rozprawy

Oryginalny wynik badawczy Doktorantki dotyczy sformulowania, analizy wiasnosci, implementacji

oraz eksperymentalnej weryfikacji rozszerzen dwoéch klasycznych metod budowy modeli

predykcyjnych bazujgcych na wykorzystaniu indeksow wielowymiarowych. W efekcie, rozszerzone

wersje obu metod mogg by¢ skutecznie zastosowane w przypadku danych o ultra-duzej liczbie

zmiennych, ktére z uwagi na swoj rozmiar sg poza zasiegiem wersji bazowych tychze metod.
Przedstawione w rozprawie wyniki badawcze zostaly czeSciowo opisane w czterech

publikacjach (trzy prace sg opublikowane, jedna jest w recenzji).

Konkluzja

Przedstawiona do recenzji rozprawa zawiera oryginalne wyniki prac badawczych p. Barbary
Zogaly-Siudem w obszarze doboru zmiennych w modelach liniowych w przypadku ultra-duzych
zbioré6w zmiennych. Nie dostrzeglem w rozprawie istotnych nieprawidiowosci, a wymienione
w recenzji uwagi nie wptywaja na moja ogdlnie wysoka ocene dysertacji.

Rozprawa dotyczy aktualnej tematyki badawczej a jej tres¢ bez watpienia dowodzi wiedzy
Autorki w zakresie rozwazanych zagadnien. Tematyka oraz tre$¢ rozprawy mieszczg si¢ w obszarze
dyscypliny informatyka techniczna i telekomunikacja.

Reasumujgc, stwierdzam, Ze rozprawa spelnia wymagania stawiane przez odno$ng
Ustawe i wnosze o jej przyjecie oraz dopuszczenie jej Autorki, mgr inz. Barbary le-Siudem,

(

do dalszych etapéw przewodu doktorskiego.
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