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1 Wprowadzenie

Rozprawa doktorska mgr Barbary Zogaty-Siudem dotyczy problemu selekcji zmiennych w
modelach liniowych budowanych na bardzo duzej (,ekstremalnej”) liczbie predyktoréw.
Przez ekstremalna liczbe zmiennych Autorka rozumie sytuacje, w ktorej ich liczba p nie
tylko przewyzsza liczbe obserwacji n w zbiorze danych, ale przewyzsza ja o wiele rzedéw
wielkosci, np. w bazie danych Eurostatu mozna odnalez¢ 8 milionéw zmiennych, przypo-
rzadkowanym 800 obserwacjom. Autorka wskazuje tez, ze z punktu widzenia teoretyczne-
go przypadek ultra-wymiarowosci zbioru danych zachodzi, gdy p skaluje sie wyktadniczo
wzgledem n.

Juz sam fakt przewyzszania liczby obserwacji przez liczbe predyktoréw (tzw. przypa-
dek large p, small n) powoduje pojawianie sie trudnosci natury statystycznej i obliczenio-
wej. Wiele metod moze w tym przypadku po prostu zawies¢ — np. w regresji liniowej na-
potykamy na problem z odwracalnoscig macierzy Grama, w regresji logistycznej dane sa
trywialnie separowalne liniowo, przez co wektor wspétczynnikéw rozbiega sie do nieskon-
czonodci, itp. Z teoretycznego punktu widzenia, liczba parametréw (np. wag w modelu
liniowym) przekraczajaca liczbe obserwacji utrudnia lub uniemozliwia podanie gwaran-
¢ji na jakos¢ modelu (np. istotno$¢ statystyczna, trafnos$é predykeji poza zbiorem uczacym)
bez poczynienia dodatkowych zatozen o rozktadzie danych. Spowodowato to rozwéj metod
dedykowanych do rozwigzywania tego typu problemoéw, ktére w ogélnosci bazujg na wy-
borze stosunkowo niewielkiego podzbioru zmiennych i zbudowania modelu predykcyjnego
tylko na podstawie takiego podzbioru. Metody takie jako uzasadnienie swojego dziatania
zakladaja, ze zmienna objasniana jest funkcja kombinacji niewielkiej liczby predyktordéw,
a pozostale z predyktoréw sa nieinformatywne. Najbardziej znana metoda tego typu jest
zapewne regresja Lasso, ktora wraz z minimalizacja sumy kwadratéow bledow naktada kare



na wspétezynniki regresji w postaci sumy ich wartoéci bezwzglednych, wymuszajac w ten
spos6b zerowanie si¢ sporej ich czesci. Innym przyktadem sa metody regresji sukcesywnie
dobierajace kolejne predyktory do modelu z okreslonym warunkiem stopu.

W rozwazanym przez p. Zogate-Siudem przypadku mamy jednak do czynienia z sytu-
acja ekstremalna, w ktdrej liczba zmiennych jest na tyle duza, ze samo ich przegladanie
zaczyna by¢ skomplikowane pod wzgledem obliczeniowym. W zwiazku z tym praca sku-
pia si¢ na przyspieszeniu dziatania algorytméw dedykowanych do probleméw p > n tak,
aby byly w stanie radzi¢ sobie z milionami cech i wybra¢ sposréd nich niewielki podzbidr
kilku do kilkudziesigciu cech istotnych. W szczegdlnosci, algorytmy powinny — z uwagi na
rozmiar danych — dziata¢ bez koniecznosci fadowania pelnego zbioru danych do pamieci
operacyjnej i pozyskiwac wartosci danego predyktora na zadanie z pamieci zewnetrznej tyl-
ko w sytuacji, gdy bedzie on potencjalnie potrzebne. Odbywa sie to poprzez zastosowanie
tzw. indeksow wielowymiarowych, struktur danych, ktérych celem jest zwrécenie predykto-
réw ,,podobnych” do pozadanego wektora (np. wektora residuéw aktualnego modelu) bez
koniecznosci liczenia na biezaco podobieristwa i przegladania wszystkich mozliwych cech.

W pracy, dzigki bardzo trafnie uzytej operacji normalizacji wektoréw predyktoréw, naj-
sensowniejszg miarg ,podobienistwa” okazuje si¢ zastosowanie iloczynu skalarnego wekto-
row, ktdry jest przy normalizacji rwnowazny wspétezynnikowi korelacji. Co wiecej, mak-
symalizacja/minimalizacja iloczynu skalarnego okazuje si¢ réwnowazna do znajdywania
wektorédw najblizszych w sensie miary odleglo$ci euklidesowej. To powoduje, ze Autor-
ka moze korzysta¢ z obszernej literatury i wielu rozwiazan algorytmicznych dotyczacych
tworzenia indekséw do szybkiego znajdywania najblizszych sasiadéw, zaréwno w wersji
doktadnej jak i przyblizonej.

Oczywiscie, sama konstrukcja takiego indeksu wielowymiarowego jest dodatkowym na-
rzutem i wymaga uprzedniego policzenia odlegtosci miedzy wektorami, a nastepnie utwo-
rzenia specjalnej struktury danych (np. drzewa badZ wektorowych sygnatur w tablicy ha-
szowej). Autorka pracy dobrze uzasadnia jednak taki narzut, poniewaz czas na budowe
indeksu musi zosta¢ poswiecony tylko raz, a péZniej mozna z niego stale korzysta¢, budu-
jac wiele interesujacych modeli. Celem jest wiec zautomatyzowanie procesu modelowania
zbioru danych o bardzo duzej liczbie zmiennych z zastosowaniem indekséw wielowymia-
rowych. W mojej opinii cel ten jest bardzo dobrze uzasadniony, interesujacy, o duzym wy-
miarze praktycznym, a przede wszystkim wystarczajaco ambitny, aby stat sie przedmiotem
rozprawy doktorskie;j.

2 Ocena struktury i zawartosci pracy

Recenzowana rozprawa jest napisana bardzo czytelnie. Mimo sporej liczby wprowadzanych
poje¢ i wielu wynikéw formalnych (definicji, dowoddw, twierdzen), oraz bardzo obszernej
analizy eksperymentalnej, czyta sie ja bardzo plynnie i jest réwniez wyjatkowo staranna
pod wzgledem jezyka, a wszystkie wykresy i rysunki sa wykonane w sposéb wzorowy (sam
chciatbym umie¢ w ten sposéb wizualizowa¢ wyniki analizy danych). Praca liczy 136 stron
i skfada sie z siedmiu rozdziatéw. Catosciowo jej strukture oceniam catkowicie pozytywnie,
a sam podziat na rozdziaty wydaje sie zupekie naturalny i zgodny z podziatem tematycz-
nym tresci. Ponizej oméwie zawarto$¢ poszczegSlnych rozdziatéw, réwnoczesnie starajac
si¢ dokona¢ ich merytorycznej oceny.

Rozdziat pierwszy ma charakter wprowadzenia. Opisany w nim zostaly cel i motywa-
cja pracy, a takze okreslone elementy nowosci w rozprawie wzgledem stanu zastanego.
W szczegélnosei p. Zogata-Siudem opisuje istniejace narzedzia do wyszukiwania i selek-
¢ji atrybutéw, ustuge Google Correlate, bedacy inspiracja do prowadzonych badar, a takze



klasyczne juz metody selekcji cech w modelach liniowych, tzw. regresje krokowa w przod
oraz regresje Lasso. Sformulowana jest réwniez wspomniana we wprowadzeniu hipoteza
badawcza (wykorzystanie przyblizonych indekséw wielowymiarowych w metodach dobo-
ru zmiennych do modelu znacznie je przyspiesza kosztem bardzo nieznacznego spadku na
ich jakosci). Metodologia badawcza obejmuje zaréwno analize teoretyczna, jak i obszerne
eksperymenty obliczeniowe. Pojawia sie réwniez krotka sekcja opisujaca uktad pracy oraz
zastosowana w pracy notacje. Uktad rozdzialu przyjmuje bez zastrzezen, a pomyst wpro-
wadzenia na wstepie notacji — pézniej jednolicie i catkowicie spdjnie stosowanej w calym
tekscie — jako bardzo utatwiajacy czytanie.

Rozdzial drugi wprowadza czytelnika w state-of-the-art dziedziny, tzn. opisuje modele
liniowe wraz z istniejacymi najbardziej popularnymi metodami selekcji zmiennych. Rozpo-
czyna sie zwiezlym opisem problematyki regresji liniowej, wraz z metoda najmniejszych
kwadratéw, oraz geometryczna interpretacjg rozwigzania jako rzutowania wektora zmien-
nej objasnianej na podprzestrzen rozpieta przez wektory wejsciowe. W dalszej czesci opi-
sane sa miary oceny jakosci modelu liniowego w postaci wspdtczynnika determinacji, sta-
tystyki F' (i stowarzyszonego z nig testu statystycznego), a takze kryterium dodawania
zmiennych w modelu regresji krokowej w postaci (relatywnej) zmiany wartosci sumy kwa-
dratéw btedéw (RSS). Nastepnie omawiane sa metody selekcji zmiennych — zaréwno dla
przypadku matej liczby zmiennych (p < n), jak i przypadkach duzej i wreszcie ekstremal-
nej liczby zmiennych p > n. W pierwszym przypadku istnieje mozliwo$¢ bezposredniego
testowania wszystkich mozliwych podzbioréw, badz uzycie regresji krokowej sukcesywnie
dodajac (badz odejmujac) po jednej zmiennej, zaczynajg z pustego (badz pelnego) zbioru
zmiennych, kazdorazowo przeliczajac model liniowy i wyznaczajac wartos¢ RSS dla kaz-
dego kandydata. W drugim przypadku metody intensywne obliczeniowo zawodzg i stosuje
sie zwykle metody prostsze: Orthogonal Matching Pursuit (OMP), ktéra wybiera w kaz-
dym kroku zmienna najbardziej skorelowang z aktualnym wektorem reszt, nastepnie uak-
tualnia model; Forward Stagewise Regression, ktéra, dodaje do modelu nowa zmienng ze
wspotezynnikiem wyliczonym wylacznie na podstawie jej korelacji z aktualnym wektorem
reszt, bez patrzenia na zadne inne wspdtczynniki; wreszcie metode Lasso, ktéra wprowadza
dodatkowy czton regularyzacyjny w postaci suma wartosci bezwzglednych do kryterium
optymalizacji, dzieki czemu model moze by¢ dopasowywany do danych przy peinej liczbie
zmiennych a rownoczesnie wymusza na wektorze wspétczynnikéw postac rzadka, tzn. tylko
niektére wspoétezynniki modelu sa rézne od zera. W dalszej kolejnosci opisywane sg nielicz-
ne metody dzialajace przy ultra-duzej liczbie zmiennych: Sure Independence Screening (SIP),
polegajaca na filtrowaniu zmiennych na podstawie korelacji z wektorem odpowiedzi i wy-
braniu do modelu podzbioru zmiennych o ustalonej licznosci; regresja krokowa w przéd
jako metoda filtrowania nieistotnych zmiennych; metody wstepnego przesiewania zmien-
nych do rozwiazania problemu Lasso; wreszcie strumieniowe przetwarzanie zmiennych.
Na koniec Autorka motywuje swoje wtasne wyniki badawcze nawiazujac do przypadku, w
ktérym wielokrotnie wykorzystuje sie te same predyktory (np. wykorzystujac je do budowy
duzej liczby modeli dla réznych zmiennych odpowiedzi) i braku satysfakcjonujacych roz-
wiazan tego przypadku w literaturze. Rozdzial nie opisuje nowych wynikéw, ale swietnie
wprowadza do dalszej czesci pracy, przy okazji wskazujac, ze Autorka ma obszerna wiedze
w zakresie dziedziny selekcji i filtrowania zmiennych w modelach liniowych.

W rozdziale trzecim opisane sa indeksy wielowymiarowe. Wychodzac z idei szybkiego
wyszukiwania najblizszych sasiadéw wzgledem metryki euklidesowej, Doktorantka wska-
zuje, ze dla wektoréw znormalizowanych kryterium to jest rownowazne maksymalizowa-
niu korelacji (a wykonujac je réwniez dla zanegowanego wektora — réwniez minimalizacji
korelacji). Nastepnie omawiane sa podstawowe rodzaje indekséw z podzialem na doktadne
i przyblizone. Reprezentantami tych pierwszy sg drzewa KD, a takze podobnie zmotywo-
wane drzewa kulowe czy drzewa metryczne. Autorka bardzo rozsadnie uzasadnia jednak
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rezygnacje z indekséw doktadnych z powodu duzego wymiaru rozwazanego problemu se-
lekcji zmiennych (wymiarem jest tu akurat liczba obserwacji n). Stad doktadniej oméwione
zostajq indeksy przyblizone: Locality Sensitive Hashing polegajace na przyporzadkowaniu
punktéw do kubetkéw przy uzyciu funkcji haszujacej respektujacej wzajemne podobien-
stwo punktéw; kwantyzacje produktowa polegajaca na podziale wspdirzednych wektora na
grupy i kodowanie kazdej z grup oddzielnie; grafy sasiedztwa, w ktérym punkty sa wierz-
chotkami, a krawedzie tacza wierzchotki z jego najblizszymi sasiadami; struktury drzewia-
ste dziatajace podobnie do drzew KD, ale zwracajace rozwiazania przyblizone. Nastepnie
opisane sg metody oparte o redukcje wymiarowosci, takie jak losowe rzutowanie do prze-
strzeni o mniejszym wymiarze, czy analiza sktadowych gléwnych. Najwiecej uwagi Autorka
poswieca jednak bibliotece Faiss, implementujace tzw. indeksy odwrécone. Polegajq one na
grupowaniu wektoréw w klastry i przechowywaniu centroidéw klastréw w osobnym indek-
sie przestrzennym, dzigki czemu przy znajdywaniu najblizszego sasiada wpierw znajduje
si¢ stosunkowo niewielka liczbe najblizej lezacych centroidéw, a pézniej dla kazdego z cen-
troidéw mozna przeszuka¢ jego klaster w poszukiwaniu wektoréw najbardziej podobnych.

Rozdziat zawiera réwniez ciekawg prace wlasna Doktorantki poswiecona eksperymen-
talnej analizie zapytar za pomoca biblioteki Faiss, z wykorzystaniem zmiennych z bazy da-
nych Eurostat. W ramach eksperymentu badane sg odsetek poprawnie znalezionych zmien-
nych w stosunku do wszystkich, ktére nalezato znalezé, w funkcji minimalnej zadanej ko-
relacji, a takze parametru nproble algorytmu okeslajacego liczbe przegladanych klastréw.
Réwnoczesnie badany jest réwniez — w funkgji tych samych zmiennych — odsetek zwréco-
nych zmiennych (sposréd wszystkich zmiennych), takze sam czas wykonywania zapytania
wzgledem nprobe oraz liczby zwréconych zmiennych. Dzieki tym eksperymentom, Dokto-
rantka jest w stanie okresli¢ sensowne parametry algorytmu na potrzeby testéw w dalszych
etapach pracy. Rozdziat koriczy sie interesujacg analizg tzw. ,klatwy wymiarowosci” czyli
faktu, ze wraz z rosnacym wymiarem punkty znajduja sie coraz dalej od siebie. Generujac
wektory z rozktadu jednostajnego na sferze, Autorka wyznacza teoretycznie procent punk-
tow lezacych w odlegtosci (mierzonej za pomoca korelacji) nie dalszej niz zadany prog, a
nastepnie wykresla ten procent w funkcji progu i wymiaru. Wyniki te poréwnane sa z dany-
mi z Eurostatu i pokazuja istotne réznice, sugerujace, ze dane z Eurostatu maja naturalne
skupienia i autokorelacje. Na koniec pojawia sie réwniez krétka analiza przypadkowych
korelagji, tzw. korelacje pojedyncze i wielokrotne, ktére wystepuja miedzy niezaleznymi
zmiennymi losowymi na skutek duzej licznosci zbioru tych zmiennych. Eksperymenty te
uwazam za ciekawe i warte osobnego opublikowania, poniewaz pokazuja znaczace rézni-
ce rozkladu znormalizowanych wektoréw z rzeczywistego zbioru danych wzgledem zbioru
wektorow losowych, a takze zwracajg uwage na site zjawiska wystepowania duzych, przy-
padkowych korelacji w licznym zbiorze wektoréw.

Rozdzial czwarty dotyczy zastosowan indekséw wielowymiarowych do przyspieszenia
metody regresji krokowych i stanowi w duzej mierze prace wtasng Autorki. We wstepie
Doktorantka opisuja podstawowy algorytm regresji krokowej, ktéry rozpoczyna od pustego
zbioru zmiennych, a nastepnie w kazdej iteracji dodaje jedng nowa zmienna, ktéra mak-
symalizuje spadek kryterium RSS. Dodatkowo, algorytm musi zosta¢ wyposazony w kryte-
rium stopu (poniewaz RSS zawsze spada). Opisana zostata tutaj klasa kryteriéw w postaci
karanego logarytmu wiarogodnosci modelu, gdzie konkretng posta¢ kryterium dla proble-
mu regresji liniowej determinuje wybér funkeji kary. Wymienione i opisane zostaty najpopu-
larniejsze funkcje kary takie jak kryteria Schwarza (BIC oraz modyfikacja w postaci extended
BIC, Akaikego (réwniez z modyfikacja), Hannana-Quinna i Mallowsa. Wybiegajac naprzéd,
pod koniec rozdziatu Autorka dodaje réwniez kryterium oparte na tescie F (z bardzo roz-
sadnie skorygowanym poziomem istotnosci na testy wielokrotne w oparciu o poprawke
Bonferroniego), a takze kryterium oparte na skorygowanym wspétezynniku determinacji.
Nastepnie wszystkie te kryteria w sposéb jednolity opisywane sa jako okreslajace prég na
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wzglednym spadku RSS, gdzie sama posta¢ progu jest pewna, zalezng od kryterium, funk-
cjq liczby obserwacji n, aktualnej liczby predyktoréw k czy calkowitej liczby predyktoréw p.
Jest to bardzo czytelne zestawienie réznorodnych kryteriéw stopu, pozwalajacych dowolne
z nich wykorzystaé¢ w sposéb ,automatyczny” w algorytmie regresji krokowe;.

W rozdziale Autorka przeprowadza teoretyczng analize obliczert wykonywanych przez
algorytm regresji krokowej, pozwalajaca sprowadzi¢ jego dziatanie do badania wartosci ko-
relacji. Wpierw, w lemacie 4.1 przepisane zostaje wyrazenie na roznice sumy kwadratéw
btedéw przy dodaniu nowego wektora x jako korelacja wektora odpowiedzi y z unormo-
wanym rzutem wektora z na podprzestrzen rozpieta przez wektory juz dodane, co przy
wykorzystaniu ortogonalnosci tych wektoréw daje sie z kolei przepisac (lemat 4.2) jako ilo-
raz wyrazen zawierajacych korelacje wektora z z rzutem wektora odpowiedzi i wektorami
z modelu. Pozwala to z kolei w lemacie 4.3 na ustalenie warunku koniecznego na korelacje
tworzone przez wektor = z wektorami z modelu przy zatozonym wzglednym spadku rézni-
cy sumy kwadratéw bledéw (lemat 4.4 pokazuje, ze warunku tego nie mozna w ogoélnosci
polepszy¢). Stanowi to baze do przesiewania zmiennych w algorytmie regresji krokowej,
poniewaz zatozony wzgledny spadek réznicy sumy kwadratéw btedéw mozna uzyskac:

e wybierajac pewna sensowng zmienna kandydata x, i ustalajac wzgledny spadek RSS
po jej dodaniu (twierdzenie 4.5), lub

e ograniczajac od dotu wzgledny spadek korzystajac z jednego z kryteriéw stopu (twier-
dzenie 4.7) i wspomnianego juz jednolitego zapisania wszystkich kryteriéw jako pro-
gow na wzglednym spadku RSS, lub

e korzystajac z obydwu ograniczen na raz (biorac lepsze z nich).

Uwazam powyzsze pomysty za bardzo ciekawe. Co prawda, ograniczenie poprzez wybor
kandydata jest w ogélnosci tak dobre jak wybrany kandydat, to jednak w eksperymentach
obliczeniowych okazuje sie, ze wybér kandydata prostymi heurystykami, takimi jak korelo-
wanie sie kandydata z wektorem reszt modelu, okazuje sie czesto bardzo dobre, albo wrecz
trudne do poprawy. Korzystajac z wyprowadzonego warunku koniecznego i ograniczenia
na wzgledny spadek RSS Autorka uzyskuje efektywnie bardzo dobrg metode odsiewania
zmiennych wylacznie w oparciu o korelacje z wektorami z danych, co w parze z uzyciem
szybkich indekséw wielowymiarowych pozwala znacznie przyspieszy¢ algorytm regresji
krokowej: zamiast milionéw zmiennych wymagajacych testowania w kazdym kroku (co
kazdorazowo wiaze sig, zgodnie z lematem 4.2, z policzeniem korelacji zmiennej z rzutem
r wektora y oraz z wszystkimi ortogonalizowanymi zmiennymi obecnymi juz w modelu),
liczba zmiennych-kandydatéw lepszych od zo moze zostac tatwo zmniejszone o rzedy wiel-
kosci. Finalnym efektem rozdziatu sg algorytmy MI-ForwardStepwise (oparty na wyborze
kandydata () oraz MIC-ForwardStepwise (oparty dodatkowym uwzglednieniu kryterium
stopu przy odsiewaniu). Ich dzialanie oparte jest szczegétowej analizie teoretycznej, po-
zwalajacej wyznaczy¢ kryteria jakimi postuguje sie oryginalny algorytm wylacznie poprzez
korelacje miedzy nowgq i starymi zmiennymi, a nastepnie przy uzyciu wyprowadzonych
warunkéw odsiewania zmiennych uzy¢ catej maszynerii indekséw odwrotnych. Co wiecej,
formalnie pokazano, ze jesli indeksy wielowymiarowe bylyby dokladne, to powyzsze al-
gorytmy dzialaja identycznie do oryginalnego algorytmu regresji krokowej (lemat 4.6), a
wiec niedoktadnos$¢ indeksu jest jedynym miejscem, ktére potencjalnie zaburza dziatanie
algorytmu.

Rozdziat zawiera réwniez poréwnanie ztozono$ci obliczeniowej zaproponowanych al-
gorytméw wzgledem parametréw problemu (n, p, k) oraz wielkosci zakresu punktéw zwra-
canych kazdorazowo przez zapytanie do indeksu, a takze poréwnanie przebiegu poszcze-
gdblnych kryteriéw stopu wzgledem licznosci préobki n czy liczby dodanych do modelu zmien-
nych k. O rozdziale i wynikach w nim zawartych mam zdanie bardzo pozytywne: doceniam
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wnikliwy wglad w algorytm regresji krokowej z przeformutowaniem kryteriéw (spadek
RSS, progi implikowane przez reguly stopu) do postaci korelacji i pomystowego ich za-
stosowania do uzycia indekséw wielowymiarowych.

Rozdziat piaty poswiecony jest zastosowaniu indekséw wielowymiarowych do algoryt-
mu Lasso. Rozpoczyna sie od zdefiniowania kryterium optymalizacji Lasso i oméwienia
ogolniejszej metody regularyzacji za pomoca norm /,, poprawnie wskazujac, ze norma
q = 1 jest jedyng normg indukujacg rzadkos¢ wektora wspétezynnikéw, ktéra réwnoczesnie
prowadzi do wypuktego problemu optymalizacji. Nastepnie przedstawiony zostaje algorytm
homotopijny, ktéry pozwala nie tylko na rozwiazanie problemu Lasso z ustalong sita regu-
laryzacji A, ale zwraca catg sciezke regularyzacji, czyli przebieg warto$ci wag parametrow
gdy A zmniejszane jest od nieskoriczonosci (efektywnie: najmniejszej wartoéci A dla ktorej
wagi wszystkich wspdtczynnikéw w modelu sg zerowe) do zera. Jest to mozliwe, poniewaz
Sciezka regularyzacji jest odcinkami liniowa, co jest w sposéb czytelny wyprowadzone przez
Autorke z warunkéw optymalnosci. Nastepnie przedstawione zostalo wyznaczenie $ciezki
regularyzacyjnej przy uzyciu indekséw wielowymiarowych, przy czym metodzie przys$wie-
ca ta sama zasada, co w rozdziale poprzednim: zakladajac, ze indeks jest doktadny, nowy
algorytm powinien dziata¢ identycznie z oryginalng metoda Lasso. Lemat 5.2 pokazuje, ze
warto$¢ A, przy ktdrej nastepuje dodanie nowej nieaktywnej zmiennej moze zosta¢ zapisana
jako réwnanie na korelacje nowej zmiennej z dwoma zmiennymi utworzonymi ze zmien-
nych znajdujacych sie juz w zbiorze danych. Lemat 5.3 daje ograniczenia na wspétezynniki
w réwnaniu korelacji. Dodatkowo, lemat 5.4 pozwala wyznaczy¢ warunek konieczny dla
wszystkich zmiennych nieaktywnych ze wzgledu na warto$¢ parametru regularyzacji, przy
ktérej nastapit ostatni skok. W koricu lemat 5.5 méwi, jak dowolna zmienna nieaktywna
o 1 stowarzyszona z nig wartos¢ \o, przy ktérej bytaby wprowadzona do modelu, daja do-
datkowe ograniczenia na wartosci A przy kt6rych mogtaby byé wprowadzona do modelu
inna zmienna nieaktywna. Cecha wspélng wszystkich tych ograniczer jest to, ze wyrazone
s3 poprzez wartosci korelacji wektoréw zbudowanych na podstawie zmiennych z mode-
lu i zmiennej-kandydata zo, a wiec pozwalajg uzyé do przesiewania zmiennych indeksu
wielowymiarowego, co jest trescia twierdzenia 5.6 i baza do nowej wersji algorytmu homo-
topijnego z zastosowanie indekséw wielowymiarowych.

Co ciekawe, w tym rozdziale uzyte zostaly podobne triki jak w rozdziale poprzednim:
wyrazenie kryteriéw uzywanych przez algorytm w postaci korelacji, wyznaczenie ograni-
czen na te korelacje uzyskanych przez wprowadzenia rozsadnej zmiennej-kandydata, a
nastepnie przesiewanie zmiennych nieaktywnych aby otrzyma¢ tylko takie, ktére bylyby
wprowadzone przed zmienna-kandydatem, uzywajac indeksu wielowymiarowego. Pokazu-
je to tylko, ze dobre pomysty znajduja zastosowanie wielokrotnie. Podobnie jak poprzednio,
analiza dziatania algorytmu Lasso i dowody warunkéw koniecznych na zmienne nieaktyw-
ne formalnie pokazuja, ze nowa, bardziej efektywna wersja metody, dziata identycznie do
oryginatu przy zatozeniu doktadnosci indeksu. Rozdziat zawiera réwniez analize ztozono-
sci algorytmu, rozwiazanie probleméw z niedoktadnoscia indeksu (tym razem potencjal-
nie bardziej niebezpieczng, poniewaz powoduje zejscie ze Sciezki regularyzacjnej), a takze
przeglad metod tzw. wstepnego przesiewania zmiennych, pozwalajacych odrzucié zmienne,
ktdre nie beda aktywne w rozwiazaniu.

Rozdziat szdsty poswiecony jest analizie eksperymentalnej zaproponowanych algoryt-
mow. Opiera si¢ on a bazie Eurostatu, juz wezesniej wspominanej i uzywanej w pracy, z
ktdrej uzyskane zostaje 800 obserwacji (szeregi czasowe dotyczace panstw europejskich)
oraz 8 milionéw cech. Wpierw Autorka opisuje problemy zwiazane z silnymi korelacjami
miedzy zmiennymi, miedzy innymi obecnos¢ cech-duplikatéw, cech wyrazonych w réznych
jednostkach, kopii zmiennej wyjéciowej powodujace przeciek informacji, itp. Konkluzja jest
konieczno$¢ pewnej dozy interakcji systemu z uzytkownikiem, poniewaz probleméw po-
wyzszych nie da si¢ wyeliminowa¢ automatycznie (tj. wytacznie na podstawie samych da-
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nych). Opisane jest réwniez przygotowanie danych do analizy, m.in. wypelnianie wartosci
brakujacych. Pozostata cze$¢ rozdziatu zajmujq obszerne testy w dwéch wariantach:

1. Tworzony jest syntetyczny model, w ktérym zmienna objasniana jest kombinacja li-
niowa 2-4 zmiennych ze zbioru z dodatkowym szumem gaussowskim.

2. Zmienng objasniang jest Smiertelno$¢ noworodkéw dla kazdego kraju na przestrzeni
lat.

Trudno byloby mi przyblizy¢ tu wszystkie eksperymenty obliczeniowe zawarte w tym roz-
dziale, poniewaz jest ich bardzo wiele i wykonane sg w sposéb wyczerpujacy. Doktorantka
testuje oczywiscie autorskie algorytmy z pracy (MI-ForwardStepwise, MIC-ForwardStepwise
i MI-Lasso, tj. efektywna wersje algorytmu Lasso) w trzech modelach zawierajacych (odpo-
wiednio) 2, 3 i 4 zmienne, przy stukrotnym powtérzeniu eksperymentu. Dla algorytméw
regresji krokowej z uzyciem indekséw wielowymiarowych badany jest odsetek przesianych
zmiennych (jako funkcja zmiennych w modelu), jakos¢ predykcji mierzona pierwiastkiem
z btedu sredniokwadratowego (réwniez jako funkcja zmiennych w modelu) zaréwno na
zbiorze treningowym jak i testowym, wplyw kryterium stopu (poprzez zmierzenie czgsto-
tliwosci wyboru modelu z dang liczba zmiennych przy uzyciu poszczegdlnych kryteridw
stopu), a takze poréwnanie wartosci granicznych korelacji wynikajacych z kandydata z z
wartosciami z kryterium stopu. Dla algorytmu MI-Lasso sprawdzono skutecznos¢ przesie-
wania zmiennych, jakos¢ predykeji na zbiorze treningowym i testowym, a takze poréwnanie
jakosci przesiewania zmiennych z innymi metodami dla problemu Lasso przyblizonymi pod
koniec rozdziatu piatego, zaréwno w wersjach nieiterowanych, jak i iterowanych. Autor-
ka przyglada sie rowniez jako$ci rozwiazania kandydata z(, przy okazji poréwnujac dwie
metody jego znajdywania w przypadku algorytmu MI-Lasso, co pozwala réwniez poréwnaé
sie z metoda OMP, ktéra na takim kandydacie by poprzestata. Dalej, Doktorantka przyglada
sie algorytmowi SIS, poréwnujac wartosci korelacji dodawanych przez niego zmiennych (z
wektorem zmiennej wyjsciowej) z wartos$ciami uzyskiwanych z wczesniej wymienionych
metod. Przyglada sie réwniez odsetku znalezionych wtasciwych (lub prawie-wtasciwych)
zmiennych i czasowi obliczen, a takze jakosci predykcji wszystkich modeli. Dla modelu
opartego na prawdziwej zmiennej objasnianej przedstawione i analizowane sg konkretne
cechy dodawane w kolejnych krokach algorytmow.

Wyniki sa w przewazajacej mierze korzystne dla algorytméw Doktorantki i pokazuja,
ze sa one znacznie efektywniejsze pod wzgledem czasu obliczen od ich ,klasycznych” od-
powiednikéw z indekséw nie korzystajacych, a réwnocze$nie co najwyzej minimalnie (lub
wcale) traca na jakosci. Wyniki sa miejscami imponujace — odsetek zwréconych (odsianych)
zmiennych moze stanowi¢ maly utamek wszystkich zmiennych (nawet rzedu 0.001%), a
czasy obliczen sa o rzedy wielkosci krétsze. Mnogos$¢ analiz robi duze wrazenie i pozwala
zweryfikowaé wszystkie wybory (i ich wptyw) podjete przy konstrukcji nowych algorytméw.

Ostatni z rozdziatéw zawiera podsumowanie pracy.

3 Ocena wkiladu oryginalnego

Rozprawa jest oparta na czterech artykutach, ktérych wspétautorem jest Doktorantka:

e B. Zogala—Siudem, S. Jaroszewicz (2014): Fast stepwise regression on Linked Data.
Proc. of the 1st Workshop on Linked Data for Knowledge Discovery (LD4KD) co-located
with ECML/PKDD ’14. Nancy, France
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e B. Zogata-Siudem, S. Jaroszewicz (2015): Geometric approach to stepwise regression.
Computational Methods in Data Analysis. Information Technologies: Research and their
Interdisciplinary Applications ITRIA 2015, pp. 213-224.

e B. Zogata-Siudem, S. Jaroszewicz (2021): Fast stepwise regression based on multidi-
mensional indexes. Information Sciences, 549:228-309

e B. Zogata-Siudem, S. Jaroszewicz (2021): Variable screening in Lasso homotopy al-
gorithm with multidimensional indexing (w recenzji).

Wszystkie cztery prace sa autorstwa wyltacznie Doktorantki wraz z promotorem, nie ma tu
wigc miejsca na watpliwosci dotyczacych wktadu ,,zewnetrznych” autoréw do prac. Ostatni
z artykuléw nie zostat opublikowany, ale stanowi podstawe dla jednego z waznych pod-
rozdziatéw rozprawy, opisujac modyfikacje homotopijnego algorytmu budowy $ciezki re-
gularyzacji dla algorytmu Lasso. Trzeci z artykuléw zostal opublikowany w czasopiémie o
bardzo wysokim wspétczynniku Impact Factor wynoszacym 6,795 (najwyzszy wspStczyn-
nik 200 tzw. ,,punktéw MNiSW?”). Jest on jednoczesnie rozszerzeniem pierwszego artykutu,
ktdry ukazat si¢ uprzednio na konferencji. Wreszcie, drugi z artykutéw to rozdziat w ksiazce
wydanej przez IPI PAN. Dzieki obecnosci artykutu z Information Science uwazam, ze jest to
dorobek w wystarczajacym stopniu spetniajacy wymogi do finalizacji przewodu doktorskie-
go. Dodatkowo, po spojrzeniu na serwisy Google Scholar i Orcid, wyzej wymienione prace
p. B. Zogaly-Siudem nie stanowia catosci dorobku naukowego, ktdry jest obszerniejszy i nie
zostal wlaczony do pracy w catosci aby zachowa¢ pelna spéjnosé¢ tematyczna,.

Rozprawa zawiera wiele oryginalnych wynikéw, ktére oméwitem juz w poprzedniej cze-
sci recenzji, w zwigzku z tym tutaj wymienie kilka najwazniejszych, moim zdaniem, osia-
gniec¢:

e Konstrukgja algorytméw regresji krokowej przy uzyciu indekséw wielowymiarowych,
znacznie przewyzszajacych oryginalne ich wersje pod wzgledem szybkosci obliczen,
bez straty na jakosci. Algorytmy oparte sg na wyczerpujacej analizie teoretycznej z
udowodnieniem poprawnosci uzytych kryteriéw odsiewania zmiennych, a w efekcie
poprawnosci samego algorytmu.

e Konstrukcja efektywnego algorytmu homotopijnego dla problemu Lasso zwracajacego
calg sciezke regularyzacyjna przy uzyciu indekséw wielowymiarowych, z taka sama
dbatoscia o poprawnos¢ dziatania jak w punkcie poprzednim.

e Bardzo obszerne eksperymenty obliczeniowe z uzyciem autorskich algorytméw na
rzeczywistym zbiorze danych w modelach z syntetyczna jak i z rzeczywista zmienna
wyjsciowa, zawierajace wyczerpujace poréwnanie algorytméw z istniejacymi rozwia-
zaniami wzgledem czasu obliczen, jakosci predykcji i trafnosci dobranych zmiennych.

e Dodatkowe eksperymenty z jakoscig indekséw wielowymiarowych na zbiorze Euro-
stat oraz badanie zaleznosci utamka zwréconych punktéw w funkeji progu na korela-
cji dla modelu losowego i danych z Eurostatu.

Krétko podsumowujac, uznaje, ze wymienione na wstepie pracy cele udato sie Dokto-

rantce w pelni osiagnac.

4 Uwagi dyskusyjne

Nie kwestionujac wartosci catosciowych wynikéw zawartych w rozprawie, chciatbym zgto-
si¢ ponizej kilka uwag, gtéwnie w formie pytari badz dyskusji.
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e Brak informacji o koszcie utworzenia indeksu. Z zatozenia indeks odwrotny jest two-
rzony jednokrotnie, a pdzniej wielokrotnie uzywany na potrzeby analiz na obszernym
zbiorze danych, ale interesujace byloby okreslenie czasu obliczeniowego potrzebnego
na utworzenie takiego indeksu i poréwnanie go z czasem ,zaoszczedzonym” przez
metody na nim oparte w pdzniejszych analizach. Pozwolitoby to na oszacowanie zy-
sku utworzenia takiego indeksu np. dla uzytkownika, ktéry zawczasu potrafi okresli¢
liczbe modeli, ktére zamierza wyznaczy¢ na zbiorze danych, a takze dopehitoby ana-
lizy czasu obliczent wprowadzonych algorytméw.

e Zaleznos¢ dziatania algorytméw od liczby obserwacji n — w cze$ci eksperymentalnej
liczba ta jest trzymana jako stata, by¢ moze warto byloby sprawdzi¢, czy podobne
wnioski utrzymuja sie dla mniejszej lub wiekszej liczby obserwacji (w szczegdlnosci:
moze to rzutowac¢ na doktadno$¢ i obszernos¢ wynikéw zwracanych przez indeksy
przyblizone).

e Normalizacja zmiennych — przez wiekszo$¢ czes¢ pracy Autorka zaklada, ze wszystkie
zmienne sa wstepnie znormalizowane. Nie niesie to prawdopodobnie duzego narzu-
tu obliczeniowego, poniewaz musi zosta¢ wykonane tylko raz, ale moze potencjalnie
zmienia¢ dziatanie algorytmu w stosunku do wersji bazujacych na zmiennych ory-
ginalnych (np. inaczej bedzie sie zachowywaé funkcja kary w modelu Lasso; swoja
droga moze to by¢ dziatanie pozadane!). Czy istnieje prosta metoda pozwalajaca na
dzialanie na zmiennych znormalizowanych, a réwnocze$nie odtworzenie dziatania
algorytmu tak, jakby dziatal na zmiennych nieznormalizowanych?

Przy okazji, nie zostalo napisane, czy zmienna y w modelach syntetycznych (A, B, C)
zostaje znormalizowana?

e Kryteria stopu w oparciu o jakos¢ predykcyjnq — z eksperymentéw wynika, ze algoryt-
my (zaréwno wersje Autorki, jak i oryginalne bez uzycia indekséw) dos¢ szybko sie
»przeuczaja”, stad by¢ moze jako kryterium stopu datoby sie uzy¢ trafnosci predykeji
na osobnym zbiorze walidacyjnym. Czy datoby sie tego typu miare zaprzac do algoryt-
moéw regresji krokowej opartych na indeksach w podobny sposéb, jak inne uzywane
kryteria stopu?

e Uzycie kart graficznych do przyspieszenia obliczeri — m6j najbardziej spekulatywny ko-
mentarz dotyczacy faktu, ze wiele elementéw w algorytmach opiera sie tak naprawde
na wykonaniu operacji macierzowych duzej skali (np. wyznaczaniu korelacji dla du-
zego zbioru zmiennych na raz, co mozna przedstawi¢ jako mnozenie macierzy i wek-
tora, itp.), z ktérymi bardzo dobrze radza sobie karty graficzne. Nasuwa sie tu pytanie,
czy pozwolitoby to na zwiekszenie wydajnosci oryginalnych wersji algorytméw (nie
uzywajacych indekséw) lub moze réwniez nowych algorytméw wprowadzonych w
pracy?

5 Konkluzja koncowa

Rozprawe oceniam bardzo dobrze, co w powyzej recenzji podkreslitem wielokrotnie. Pro-
blemy badawcze, z ktérymi zmierzyla si¢ Doktorantka, sa ambitne i istotne dla postepu w
dziedzinie selekcji zmiennych i rozwiazywania probleméw o ekstremalnie duzej liczbie pre-
dyktoréw. Sama rozprawa charakteryzuje si¢ wysokim poziomem merytorycznym i zawiera
interesujace metody i rezultaty, zaréwno o charakterze teoretycznym, jak i praktycznym.
W mojej opinii Doktorantka wykazat sie znakomitymi umiejetnosciami prowadzenia badan
naukowych. Wszystkie postawione w rozprawie cele zostaly osiagniete.



W zwigzku z tym rozprawe oceniam jako spelniajaca wymogi stawiane pracom dok-
torskim i wnosze o dopuszczenie mgr Barbary Zogaly-Siudem do dalszych etapow
przewodu doktorskiego, réwnocze$nie sugerujac wyréznienie pracy.

dr hab. inz. Wojciech Kottowski
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