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1. WSTEP

Postep technologiczny w zakresie technik numerycznych, zaréwno w dziedzinie sprzetu jak i
oprogramowania, ktéry miat miejsce w minionym czasie, umozliwia uzyskiwanie danych na szeroka
skale. Pojawia sie przy tym szereg nowych problemdw, ktdére kazdy projektant musi rozwigzac,
przyktadowo przechowywanie, przetwarzanie, analiza czy wydobywanie zawartej w nich wiedzy. W
ciggu ostatniej dekady, znaczgco wzrosto zainteresowanie szczegdlnym rodzajem danych, cechujacych
sie nieograniczonoscig i ciggtoscig naptywu — tak zwanymi danymi strumieniowymi. W praktyce
dodatkowo sg one niestacjonarne (ich rozktad ewoluuje w czasie), a zatem ich charakterystyki sg
zmienne, co jeszcze bardziej utrudnia analize. Dane tego typu mogg ulega¢ dezaktualizacji. Nierzadko
wazne sg tez wymagania z zakresu szybkosci obliczen. Co wiecej, natura permanentnie naptywajgcych
danych powoduje, ze czesto zawierajg one elementy nietypowe bedgce wynikiem bteddéw, aczkolwiek
czasem reprezentujgcych nowo formujgce sie tendencje. Zwtfaszcza ten drugi aspekt jest szczegdlnie
warty konstruktywnego podkreslenia, gdyz wczesna wiedza o powstajgcym trendzie pozwala na
odpowiednie wyprzedzenie dziatan koniecznych w zmiennej rzeczywistosci. Ostatecznie, odpowiednia,
spetniajgca  wymogi wspodfczesnych zastosowan, analiza danych strumieniowych wymaga
uwzglednienia szeregu istotnych czynnikdw, czesto nieobecnych w klasycznych problemach przy
ustalonym zbiorze danych. Czyni to tego typu analize niezwykle cenng z aplikacyjnego punktu widzenia,
ale tez wymagajaca z perspektywy badawczej.

Hipotezg poznawczg przedtozonej dysertacji, jak i jej celem badawczym, byto rozstrzygniecie
mozliwosci opracowania algorytmu, przeznaczonego do estymacji gestosci rozktadu strumieni
danych. Opracowany algorytm jest szczegdlnie predestynowany do przypadkéw niestacjonarnych,
takie o niestatej intensywnosci zmian, ktére moga wystepowac naprzemiennie z warunkami
stacjonarnymi.

Struktura procedury ma charakter modutowy, przy czym kazdy z tych modutéw moze by¢
pominiety lub indywidualnie dostosowany do istniejgcych uwarunkowan. Charakterystyka badanego
strumienia jest analizowana w ramach algorytmu, ktérego aktualne wartosci parametréw ustalane sg
na biezgco w trakcie dziatania. Koncepcja procedury oparta zostata na metodyce estymatorow
jadrowych, co pozwala wyznaczy¢ gestosc dla dowolnego wystepujgcego w praktyce rozktadu danych.
W przypadku wykrycia niestacjonarnosci wykorzystywane sg elementy prognozowania statystycznego,
co umozliwia niejako wyprzedzenie zachodzgcych zmian. Wykrywane sg takze elementy nietypowe, co
w potgczeniu z powyzszym, pozwala okresli¢, ktére z nich zwigzane sg z tendencjami wzrastajgcymi, a
ktore z zanikajgcymi. Efektywnosé algorytmu zostata przebadana i pozytywnie zweryfikowana za

pomocg ilustracyjnych danych syntetycznych oraz rzeczywistych pomiaréw meteorologicznych.



2. NIESTACJONARNE DANE STRUMIENIOWE

Strumieniem danych {X;};-1 » .. nazywamy uporzgdkowang sekwencje elementéw

{Xt}t=1,2_,,, = (x1;x2; vy Xty ), (1)

gdzie t € N\{0} oznacza biezacg wartos¢ zmiennej niezaleznej, najczesciej utozsamianej z czasem.
Najczesciej zaktada sie, ze poszczegdlne elementy x; € R™ pojawiajg sie rownomiernie dla kolejnych
wartosci zmiennej niezaleznej t. Strumienie danych majg ponadto trzy zasadnicze cechy. Pierwszg z
nich jest ogromna (potencjalnie nieskonczona) licznos¢ elementéw. Kolejng — znaczna szybkosé
przybywania kolejnych danych. Strumienie najczesciej sg tez niestacjonarne, czyli ich rozktad w istotny
sposéb zmienia sie w czasie (ang. concept drift).

Jedng z mozliwosci wnioskowania o stacjonarnosci strumienia danych dostarcza statystyczny
test KPSS [9]. Jest on testem istotnosci; weryfikuje hipoteze stacjonarnosci procesu. Niech zatem dany
bedzie szereg czasowy {Xt}t=1_2____, ktory zostaty wygenerowany z rzeczywistego (n = 1) procesu
stochastycznego, podlegajgcego badaniom. Test KPSS sformutowany zostat w dwéch wersjach:
zaktadajgca istnienie trendu lub nie. Ponizej uzyta zostata druga opcja, a potencjalne trendy
traktowane bedg jako przejaw niestacjonarnosci strumienia.

Oznaczmy przez KPSS warto$¢ statystyki testowej testu KPSS. Wzorujac sie na aksjomatach

logiki rozmytej, zdefiniowany zostat stopien niestacjonarnosci sgmKPSS jako
sgmKPSS(KPSS) = sgm(0.995 KPSS — 2.932) , (2)

gdzie sgm oznacza funkcje sigmoidalng. Warto$¢ powyzszej funkcji sgmKPSS nalezy zatem do
przedziatu [0, 1] i interpretowana bedzie jako stopien niestacjonarnosci strumienia lub — uwypuklajac
interpretacje z zakresu logiki rozmytej — stopied przynaleznosci badanego strumienia do klasy
strumieni niestacjonarnych. Wspodtczynniki wystepujacej we wzorze (2) funkcji liniowej zostaty
dobrane tak aby wartos¢ krytyczna 0,739 odpowiadajgca najmniejszemu — stosowanemu w praktyce —
poziomowi istotnosci 0,01 zostata przyporzadkowana najwiekszemu — stosowanemu w praktyce —

poziomowi istotnosci 0,1, czyli
sgmKPSS5(0,739) = 0,1 , (3)

natomiast analogicznie najmniejsza wartos¢ krytyczna 0,347 w 7-krotno$¢ najmniejszego poziomu

krytycznego, a wiec

sgmKPSS(0,347) = 70,01 . (4)



Wida¢ zatem, ze maksymalna i minimalna wartos¢ krytyczna testu KPSS zmieniane sg odpowiednio
w maksymalny poziom krytyczny testu KPSS oraz 7-krotnos¢ minimalnego. Zamiana wartosci
minimalnej i maksymalnej wynika z faktu, ze najmniejszemu poziomowi istotnosci w tescie KPSS
odpowiada najwieksza wartos¢ krytyczna i odwrotnie. Wybdér wzmiankowanej powyzej krotnosci 7
zostat dokonany na drodze heurystycznej, zainspirowany metodg Zieglera-Nicholsa, podstawowg w
klasycznej teorii regulacji z zakresu automatyki, uzywanej tam do wyznaczania nastaw sterownikow
PID. Dla krotnosci 7 wystepowato bowiem minimum w sensie wskaznika catkowego btedu estymacji
gestosci danych strumieniowych o rozktadzie normalnym, przy jednostokowym odchyleniu
standardowym i wartosci oczekiwanej w postaci skoku jednostkowego, czyli N(0,1)-N(1,1).

Stopien niestacjonarnosci zostat okreslony powyzej dla jednowymiarowych szeregéw czasowych.

W przypadku wielowymiarowym zdefiniujmy
sgmKPSS = max sgmKPSS; , (5)
j=1,2,..,n
gdzie sgmK PSS reprezentuje stopien niestacjonarnosci (2) wyznaczony dla j-tej wspotrzednej. Takie

ujecie implikuje, Zze o niestacjonarnosci wielowymiarowego procesu stochastycznego stanowi

niestacjonarnos$c¢ najszybciej zmieniajgcej sie wspétrzednej.

3. ESTYMACJA GESTOSCI ROZKtADU

Gestoscia rozktadu n-wymiarowej zmiennej losowej nazywa sie mierzalng funkcje f: R™ — [0, o)

taka, ze dla kazdego zbioru borelowskiego B ¢ R™ zachodzi

Zatdéimy, ze badany rozktad posiada gestosé. Jej jadrowy estymator f: R™ — [0, o0) definiuje sie wzorem
2 1
f) =L K x,h) (7)

gdzie m € N\{0,1,2} oznacza liczbe empirycznie uzyskanych n-wymiarowych obserwacji
X1,X5, .., Xy € R™ na podstawie ktérych budowany jest estymator, wektor h € R"™ o elementach
dodatnich okreéla sie mianem parametru wygtadzania, natomiast funkcja K:R™ — [0, ) jest
(n-wymiarowym) jadrem, wobec ktdrej formutuje sie nastepujace zatozenia:

a. jest funkcjg mierzalng;

b. jest symetryczna wzgledem zera, czyli K (x) = K (—x) dlax € R";



c. ma stabe maksimum globalne w zerze, a zatem K (0) > K (x) dla x € R";
d. spetnia warunek jednostkowe;j cafki fRniK(x)dx =1.

Przy wielowymiarowej analizie proponowane ujecie produktowe, gdzie jagdro K definiuje sie jako
K(x) = [T Ki(x;) (8)

gdzie K; oznacza jadro jednowymiarowe odpowiadajgce j-tej wspotrzednej. W praktyce, jadra
jednowymiarowe s3 jednakowe dla wszystkich wspotrzednych; woéwczas mozna zapisa¢ K; = K.
Wprowadzajac parametr j wobec poszczegdlnych wspétrzednych x, h oraz x;, zdefiniowane we wzorze
(8) jadro mozna zapisa¢ w ostatecznej postaci:
_mm 1 Xj=Xij

e xi ) = o K (524) o
Jednowymiarowe jadro K najczesciej dobiera sie tak, aby estymator konstruowany przy jego pomocy
miat cechy dogodne w kontekscie badanego zagadnienia. Nie ma ono bowiem istotnego znaczenia w

kontekscie doktadnosci estymacji, zwtaszcza przy powszechnych obecnie duzych licznosciach zbioréw.

Zwykle stosowanym jest jadro normalne dane wzorem

K(x) = \/%_nexp (— xz_Z) ) (10)

Podczas wnioskowania o niestacjonarnosci badanych strumieni, istotnym aspektem bedzie
uogdlnienie wzoru (7) tak, aby mozliwe byto sukcesywne powiekszanie lub zmniejszanie znaczenia
poszczegblnych obserwacji, przyktadowo tych ktére w miare uptywu czasu stajg sie coraz mniej

aktualne. Zdefiniowaé¢ mozna zatem wazong postac estymatora jagdrowego

flx) = ﬁﬂ’;lwi K(x, x5, h) (11)
gdzie w; = 0 oznacza wage (znaczenie) i-tej obserwacji, przy czym nie wszystkie wagi sg réwne zero.
tatwo mozna zauwazyé, ze jesli wagi w; sg rowne, to wzér (11) sprowadza sie do zaleznosci (7), a zatem
formuta (11) jest istotnym uogdlnieniem definicji (7).

W przeciwienstwie do wyboru typu jadra, wyznaczenie wartoSci parametru wygtadzania ma
istotne znaczenie dla doktadnosci i witasnosci estymatora jadrowego. W niniejszej pracy
wykorzystywana byta metoda podstawien (ang. plug-in) [2]. Ma ona kwadratowg ztozonos¢

obliczeniowga wzgledem licznosci zbioru m, co przy stosowanych w algorytmie licznosciach z zakresu

od 100 do 1000 (por. sekcja 4.1) jest wystarczajgce z aplikacyjnego punktu widzenia.



4. OPIS ALGORYTMU

Procedura opracowana w ramach przedfozonej pracy zostata nazwana DEDSTA jako akronim
angielskiej nazwy Density Estimation for Data Stream with possible Trend, przy czym ostatnia litera
pochodzi od wyrazu Algorithm. Stuzy ona do estymacji gestosci rozktadu danych strumieniowych, przy
czym zostata ukierunkowana na strumienie niestacjonarne, zwtaszcza w obecnosci trendu. Zakres
stosowania obejmuje réwniez przypadki, gdy niestacjonarnos$é¢ ma zmienny charakter i intensywnosc,
a takie moze wystepowaé naprzemiennie z okresami stacjonarnymi. Dodatkowo opracowana
procedura umozliwia identyfikacje elementdéw nietypowych, z zaznaczeniem ktére z nich reprezentujg
tendencje nowopowstate, a ktdre wygasajace.

Konstrukcja estymatora przy pomocy procedury DEDSTA jest modutowa i mozna jg
scharakteryzowac jako estymacije gestosci rozktadu strumienia danych, w modelu ruchomego okna ze
zmienng licznoscig i modyfikacja wag jego elementéw. Okreslenie licznosci okna zostanie
przedstawione w sekcji 4.1, natomiast modyfikacja wag wprowadzana bedzie w kolejnych sekcjach
4.2-4.4. W pierwszej z nich przedtozona jest dezaktualizacja ,starszych” obserwacji. W przypadku
wystgpienia trendu zostaje on zidentyfikowany metodami prognozowania statystycznego i
wprowadzony do procedury DEDSTA w ramach sekcji 4.3. Pozwala to takze okresli¢ ktdre z elementéw
nietypowych sg zwigzane ze zjawiskami wstepujgcymi, a ktdre z regresywnymi — zagadnieniu temu

poswiecona jest sekcja 4.4.

4.1. Licznos¢ okna

Procedura DEDSTA operuje na trzech réznych licznosciach rezerwuaru, czyli ruchomego okna
ztozonego z ostatnich elementéw badanego strumienia danych. Niech zatem dane bedg trzy liczby
Mpin, M, Mgy € N\{0, 1}, takie ze my,;, < m < my. Okreslaja one odpowiednio minimalng, aktualng i
standardowa (maksymalna) licznosé rezerwuaru. Parametry m,,;,, oraz m, sg state, natomiast wartosci
m podlegajg ciggtym zmianom, dopasowujac sie do aktualnych cech badanego strumienia danych.

Aktualng licznos¢ rezerwuaru okresla sie w procedurze DEDSTA nastepujaca zaleznoscia:

Mmin gdy m, < Mpin
m=4q m, gdy Mpym<m,<mg, (12)
my gdy m, >mg

gdzie m, wyznaczona jest jako

m, = int[1.1 my (1 — sgmKPSS)] , (13)



przy czym sgmKPSS reprezentuje stopien niestacjonarnosci badanego strumienia w danej chwili.
Wspdtczynnik 1.1 w powyzszej zaleznosci pozwala wyeliminowac ,ogon” statystyki KPSS, czyli
obserwacji mniejszych od wartosci krytycznej dla najwiekszego w praktyce poziomu istotnosci 0,1.

Po ustaleniu zaleznosci (13) dodatkowo uwiarygodniono zatozong heurystycznie wartosc
mg = 1,000. Ponownie odwotujac sie do zagadnienia minimalizacji btedu z uzyciem normy catkowej w
odpowiedzi na skok jednostkowy — znanego z klasycznej techniki regulacji — ustalono, ze minimum to
przewaznie wystepuje dla my = 1,000. W przypadku rozktadéw istotnie wielomodalnych —w oparciu
o te same przestanki — mozna poleci¢ ewentualne nieznaczne zwiekszenie tej wartosci o 100 na kazdy
dodatkowy mod. Warto$¢ parametru m,,;, powinna zaleze¢ od najwiekszej predkosci zmian. W

szczegdlnosci proponuje sie

. m
Mypin = Nt (1—8) , (14)
co przy proponowanych wyzej wartosciach my pozwala efektywnie $ledzi¢ zmiany nie szybsze niz

0,01 - 6 na krok.
4.2. Dezaktualizacja obserwacji

Elementy rezerwuaru mogg podlegaé sukcesywnej dezaktualizacji w miare uptywu czasu.
Oznacza to, ze informacja wfasciwa starszym elementom potencjalnie staje sie coraz mniej
wartosciowa. Koncepcja ta realizowana bedzie w procedurze DEDSTA poprzez okreslenie
odpowiedniego wptywu formuty dezaktualizacji na wartosci wag w; poszczegdlnych elementéw, na
podstawie ktorych wyznaczany jest estymator jgdrowy (11); por. sekcja 4.5.

Zdefiniujmy nastepujgce wspodtczynniki charakteryzujgce funkcje dezaktualizacji

Wi*=2[1—%] dai=12..,m, (15)

gdzie parametr a € [0, 1] stanowié bedzie o intensywnosci tego procesu. W przypadku stacjonarnosci
warto zatem przyjg¢ wartos$¢ a = 0, aby wszystkie obserwacje byty tak samo wazne, sukcesywnie j3
zwiekszajgc w miare wzrostu niestacjonarnosci do najwiekszej dopuszczalnej wartosci 1. W naturalnej

konsekwencji zostato przyjete:

o« = sgmKPSS , (16)

gdzie wartos¢ sgmKPSS dana jest wzorami (2) i (5) i charakteryzuje stopien niestacjonarnosci
strumienia w danym momencie.

Liniowa postac formuty (15) zostata uwiarygodniona na podstawie przeprowadzonych symulacji



komputerowych. Nieliniowe postacie tej formuty — przyktadowo kwadratowa czy tez pierwiastkowa —
nie dawaty korzystniejszych rezultatéw, jakby nadmiernie pomniejszajgc informacje reprezentowang

przez dawne (postaé kwadratowa) lub nowsze (formuta pierwiastkowa) elementy rezerwuaru.

4.3. Estymacja predykcyjna

W przypadku gdy niestacjonarno$s¢ badanego strumienia danych wynika z istnienia
uformowanego trendu, warto wprowadzi¢ do modelu elementy prognozowania statystycznego. Dla
kazdego nowego elementu rezerwuaru x;, sukcesywnie — od chwili jego uzyskania — budowany jest w
tym celu liniowy model predykcyjny; uzyta zostata metoda wygtadzania wyktadniczego umozliwiajaca
tatwe uaktualnienie modelu o nowe obserwacje [7]. Do dalszych obliczen wykorzystywana jest wartos$¢
wspotczynnika kierunkowego powyzszego modelu liniowego, dla i-tego elementu w chwili ¢, oznaczana
przez a, . ;. Jej wielkos¢ (zwtaszcza znak) pozwala na uwzglednienie dynamiki estymatora jagdrowego,
charakteryzujgcego zmiany rozktadu strumienia danych w otoczeniu elementu x;.

Zdefiniujmy funkcje reprezentujgcy (ucigglone) zmiany estymatora jagdrowego. Niech zatem dla

ustalonego t dana bedzie funkcja g;: R™ — R okreslona wzorem

1
ge(x) = —Xil1 Az K(x,x;,h) (17)
ktorg utozsami¢ mozna z estymatorem pochodnej czasowej (!) estymatora gestosci badanego
strumienia danych. Wprowadzmy nastepnie wspoétczynnik
w* =1+ p;sgmKPSS dlai=1,2,..,m, (18)

gdzie sgmKPSS charakteryzuje stopieri niestacjonarnosci, natomiast 8; € [—1, 1] jest parametrem

zdefiniowanym dla kazdego elementu rezerwuaru. Okreslmy ich wartosc¢ jako

ﬂizﬁol%fi) dla i=1,2,...,m ’ (19)
przy czym
g1=1, ge=_ max |g.(x)| dlat=23.., (20)
i=1,2,..,m;

natomiast wspodtczynnik S, € [0,1] okresla intensywnos¢ oddziatywania wprowadzanej niniejszym
predykcji. W przypadku niestacjonarnosci, wartosci mniejsze od 1/3 skutkujg stabym oddziatywaniem

predykciji, a wieksze niz 2/3 okazujg sie jako zbyt intensywne. Ostatecznie proponowane jest

Bo==, (21)



a zatem maksymalna wartosc z dopuszczalnego przedziatu, co intensyfikuje w zatozonym zakresie wptyw

funkcji predykcji.
4.4. Elementy nietypowe

Dzieki wyznaczeniu aktualnej gestosci rozktadu badanego strumienia danych nietrudno jest
wyznaczy¢ obserwacje nietypowe w sensie elementéw rzadko wystepujgcych. Zastosowano metode

przedstawiong w pracy [8]. Podobnie jak poprzednio, wprowadzmy zatem wspotczynniki
w™=14y;-sgmKPSS dlai = 1,2,..,m, (22)
gdzie sgmKPSS charakteryzuje stopien niestacjonarnosci, natomiast parametr y; € [—1, 1] definiuje

sie w nastepujgcy sposob:

M gdy x;jestnietypowy
Yi=y 9t )

0 gdy x;jesttypowy

(23)

przy czym funkcje g; oraz g; zostaty wprowadzone w poprzednim podrozdziale formutami (17), (19)
oraz (20). Wybrana metoda identyfikacji elementéw rzadkich wymaga sprecyzowania proporcji r
elementéw nietypowych rezerwuaru w stosunku do jego licznosci. Naturalnym jest taki wybér, ktéry
wykrywac bedzie wiecej elementéw rzadkich, gdy strumien jest niestacjonarny (co wskazuje na obszary
istotnych zmian) i mniej w warunkach niestacjonarnosci (gdzie takie elementy czesto sg przypadkowe).

Przyjeto zatem
r = 0.01 + 0.09 sgmKPSS . (24)

W praktyce oznacza to, ze r elementdw rezerwuaru zostanie uznanych za nietypowe, a odpowiadajgce
im wspdtczynniki w;™*, beda — dzieki formutom (20) i (23) — wieksze dla tych, ktére zwigzane s3 z

trendami wzrostowymi i mniejsze dla elementdw nietypowych nalezgcych do obszaréw recesywnych.
4.5. Koncowe uwagiisugestie

Ostatecznie, jezeli uzywane sg wszystkie procedury opisane w podrozdziatach 4.2-4.4, to
wspotczynniki w; stosowane w wazonej postaci estymatora jgdrowego (11) powinny by¢ przyjete w

postaci

* *%

wi=www™ dlai=12..,m. (25)

Jesli ktéras z tych procedur — dezaktualizacja, predykcja lub obstuga elementéw nietypowych — miataby
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by¢ pominieta, to z powyzszego wzoru powinien by¢ usuniety odpowiedni element w;’, w;™ lub w;™*.
Dla wyrazistosci interpretacji, kazdy z nich zmienia sie w jednakowym zakresie od 0 do 2, a poziom 1
ma charakter neutralny. Wszystkie zmieniajg sie w sposdb ciggly, co uptynnia zmiany w czasie wykresu
gestosci rozktadu f W trywialnym przypadku, gdy zadna z powyzszych procedur nie jest stosowana,
nalezy przyja¢é w; = 1. Posta¢ multiplikatywna wzoru (25) wynika z interpretacji rozwazanego
zagadnienia: duze wartosci wspotczynnikdw w; powinny charakteryzowac te elementy, ktére spetniaja
mozliwie wszystkie warunki sformutowane w sekcjach 4.2-4.4, a nie jedno lub dwa z nich, co
predestynowatoby addytywng postac formuty (25) lub postacie posrednie.

Wartosciowych spostrzezen dotyczgcych czutosci modelu predykcyjnego jest sygnat Sledzacy TS
oparty na wartosciach btedéw prognozowania z jednostkowym wyprzedzeniem, a Scislej definiowany
jako iloraz estymatoréw wartosci oczekiwanej takich btedéw oraz ich odchylenia standardowego [6].
Mate wartosci bezwzgledne sygnatu $ledzacego |TS|, zwtaszcza mniejsze od 0.2, lub okazjonalnie
nawet od 0.3, wskazujg na poprawnos¢ modelu predykcyjnego, w tym doboru czutosci modelu
predykcji. Inny cenny — poza sygnatem sledzagcym TS — sprawdzian poprawnosci dziatania procedury
DEDSTA mozna otrzymac obserwujgc czy licznos¢ rezerwuaru m jest bliska my w okresach wzglednej
stacjonarnosci, jak rowniez czy w przypadku szybkich zmian, warto$é parametru m sukcesywnie maleje
do my,;,, odpowiednio do ich intensywnosci.

Mozna réwniez skomentowac przypadek wielowymiarowego strumienia danych. Tak zwane
przeklenstwo wielowymiarowosci sprawia, ze krytycznym parametrem staje sie licznosé
analizowanego zbioru, a w przypadku algorytmu DEDSTA parametry my oraz m,,;,. Teoretycznie w
przypadku wielowymiarowym do zachowania tej samej doktadnos¢ estymacji w punkcie zero, w miare
wzrostu wymiaru n, wartosci parametréw m,, m oraz my,;,, powinny by¢ pomnozone przez czynnik
4"=1 (10, tabela 4.2]. Spowolnitoby to jednak mozliwosci adaptacyjne procedury. Warto zatem
rozwazy¢ czy zwiekszenie licznosci jest konieczne dla potrzeb konkretnego zastosowania, czy mozna
pozostawi¢ wartosci tych parametrdw niezmienione, godzac sie z utratg jakosci estymacji i w
konsekwencji traktujgc estymator jadrowy bardziej jako wskaznik struktury rozktadu, a nie Sciste
oszacowanie jego gestosci.

Warto tez zwrdci¢é uwage, ze procedura dopuszcza dowolng postaé¢ wynikowego jadra
wielowymiarowego, produktowe lub radialne, oraz metode wyznaczania parametru lub parametréw
wygtadzania, gdyz operuje na wartosciach wynikowego estymatora niezaleznie od postaci tych metod.
Zmniejszenie wartosci parametru wygtadzania utatwia obserwacje zmian zachodzacych w czasie w

miare wzrostu wartosci zmiennej niezalezne;j .
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5. WYNIKI BADAN SYMULACYJNYCH

Liczne i wszechstronne badania symulacyjne przeprowadzone zostaty z uzyciem zaréwno
syntetycznych, jak i rzeczywistych (meteorologicznych) danych strumieniowych. Pierwsze z nich, dzieki
znajomosci z géry zatozonego estymowanego rozktadu, umozliwity iloSciowe wyznaczenie btedéw
estymacji i w konsekwencji dokonanie szczegétowej analizy polepszania jej jakosci, wprowadzanej
przez kazdy z zaprojektowanych modutéw opracowanego algorytmu DEDSTA. W tym celu ponownie
analizowane byty syntetyczne strumienie danych o zrdinicowanej dynamice niestacjonarnosci.
Ostatecznym narzedziem weryfikacji poprawnosci estymacji byty badania gestosci rozktadu
rzeczywistych strumieni danych ztozonych z pomiaréw meteorologicznych, dla réznych klimatow, a
zatem z odmiennymi dynamikami zmian.

Wszystkie omawiane ponizej przebiegi przedstawione sg na stronie internetowej dedykowanej
tej rozprawie [11], ztozone w dwdch opcjach: co 10 i kazdy krok. W celu uzyskania ptynnego obrazu
proponowane jest sciggniecie plikow na dysk komputera — ich przegladanie bezposrednio ze strony
internetowej moze by¢ zbyt wolne i skutkowac brakiem ptynnosci ruchu.

Parametr wygtadzania wyznaczany byt metodg plug-in, w przypadku wielowymiarowym
odrebnie dla kazdej wspétrzednej. Otrzymywane tym sposobem wartosci byty stosunkowo mate, co
pozwolito wyeksponowac dynamike zmian zachodzgcych w miare uptywu czasu.

Jako reprezentatywny dla uwarunkowan zaprojektowanej metody przyjeto nastepujacy
jednowymiarowy strumien danych, ze zmianami dynamiki w postaci naprzemiennych warunkéw
stacjonarnych i niestacjonarnych, o sukcesywnym i gwattownym charakterze bedacy suma sktadowej

deterministycznej oraz losowej, przy czym pierwsza z nich dana jest wzorem

0 dla t=1
Xe = {Xt_l +py dla t=23..,10,000 ’ (26)
gdzie
(0001 dla 1<t<2000
0.01 dla 2,000 <t<6,000
pe={ 0 dla 6,000 <t < 8,000 , (27)
1 dla t = 8,000
0 dla 8,000 < t < 10,000

natomiast sktadowa losowa dla kazdego t =1, 2,...,10,000 ma rozktad normalny standardowy
N(0,1), o nieskorelowanych w czasie wartosciach. Warto zwrdéci¢ uwage, ze w chwili t = 8,000
wystepuje skok jednostkowy. (Na stronie [11] réwnania (26) i (27) oznaczane s3g zgodnie z numeracjg

dysertacji jako (6.1)-(6.2).)
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| tak, w czasie poczatkowego okresu (tj., gdy 1 < t < 2,000), o charakterze niestacjonarnym, co
stanowi wartg podkreslenia niedogodnosé¢, nastepuje konsolidacja algorytmu. Nastepnie (w czasie
2,000 < t < 6,000) ma miejsce istotny wzrost dynamiki strumienia danych — warto zwréci¢ uwage, ze
po 100 krokach wartos¢ oczekiwana rozktadu zmienia sie o odchylenie standardowe sktadowej
losowej. W kolejnym okresie (6,000 < t < 8,000) gwattownie pojawiajg sie warunki stacjonarne, po
czym (w chwili t = 8,000) wystepuje nagta zmiana w postaci skoku jednostkowego. Na korcu
(8,000 < t < 10,000) proces staje sie stacjonarny. Powyzsze elementy, w szczegdlnosci takie
potgczenia zmian dynamiki, stanowig duze wyzwanie dla opracowywanej metody.

W pierwszym okresie konsolidacji (1 <t < 2,000) przede wszystkim ustalane sg poczatkowe
wartosci parametrow procedury. Algorytm poprawnie wykrywa nieduzg niestacjonarnos¢ i od
momentu zebrania odpowiednio duzej liczby obserwacji, wielko$¢ rezerwuaru m byta nieco mniejsza
niz przyjeta warto$¢ maksymalna my = 1,000 (wahata sie w zakresie 500-900). W drugim okresie
(2,000 <t < 6,000), pojawia sie istotny trend, ktéry zostat prawidlowo wykryty, a licznos¢
rezerwuaru ulegta istotnej redukcji do m = my,;;, = 100. W konsekwencji, takze dzieki dziataniu
funkcji predykcji, estymator nadazat za rozktadem wzorcowym (26)-(27), nierzadko nawet
wyprzedzajac zmiany wzorca. Po nastaniu w kolejnym okresie (6,000 <t < 8,000) warunkéw
stacjonarnosci, zostaly one prawidtowo rozpoznane, a liczno$¢ rezerwuaru zwiekszyta sie do
m = m, = 1,000. Nastepujacy w chwili t = 8,000 skok jednostkowy réwniez zostat odpowiednio
wykryty. W celu szybszej reakcji na jego skutki, liczno$¢ rezerwuaru m zmniejszyta sie chwilowo do
okoto 200, po czym w kolejnym okresie stabilizacji (8,000 < t < 10,000) sukcesywnie wzrastata do
m = mgy = 1,000.

Na rysunku 1 przedstawiono przyktadowe estymatory otrzymane z zastosowaniem procedury
DEDSTA dla syntetycznego strumienia danych (26)-(27). Kolorem czerwonym oznaczono gestosé
teoretyczng, zatozong w generatorze. Z6tta krzywa przedstawia estymator zbudowany na petnym
oknie danych, czyli dla statego m = my = 1,000. Wynik ten traktowany jest jako referencyjny.
Estymator zielony wprowadza zmienng liczno$¢ rezerwuaru, zgodnie z tezami podrozdziatu 4.1.
Estymator z dodatkowa dezaktualizacja wag, opisang w sekcji 4.2, zostat nakreslony kolorem
jasnoniebieskim. Granatowg krzywg zaprezentowano estymator wyposazony nadto w modut
predykcji, opisany w sekcji 4.3. Kompletny estymator, uzupetniony o obstuge elementéw nietypowych
(czyli ze wszystkimi modutami z sekcji 4.1-4.4), zostat przedstawiony kolorem czarnym. Na rysunku
1 widoczne sg ponadto elementy odosobnione, reprezentujgce wygasajace trendy, ktore zaznaczono
czerwonymi liniami ponizej osi odcietych, a takze te stowarzyszone z wstepujgcymi tendencjami,
oznaczone liniami zielonymi. W przypadku opcji kazdego kroku (a nie co 10), nieco dtuzsza czarna linia

ponizej osi odcietych wskazuje najnowszg obserwacje. Piaskowa i brgzowa krzywa przedstawiajg
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odpowiednio estymator pochodnej (przemnozonej przez dobrany dla czytelnosci wykreséw
wspotczynnik 10,000) oraz jego standaryzowany odpowiednik, ktérego ekstremum wartosci
bezwzglednej znajduje sie na 0.1, w zaleznosci od znaku. Powyisze kolory poszczegdlnych
estymatorow zostaty takze opisane w lewym-dolnym rogu wykresu. Odpowiadajgce kolejnym

estymatorom uérednione wartoéci indekséw L? znajdujg w prawym-dolnym rogu obrazu.

assumed data stream; 1D
t = 3220

0,4 KPsSs = 8.284
sgmKPSS = 0.995

m = 100

%3 = 0.099
$atypical = 10

TS = 0.027

heoretical

prediction (Sec. 3.3) L2 = 0.101769
atypical (Sec. 3.4) L2 = 0.101658

derivative standardized

s 0 5 10 15 20 25 30 35 10 45

Rysunek 1. Estymatory otrzymane w 3.220 kroku za pomoca procedury DEDSTA.

Otrzymane na rysunku 1 wartoéci wskaznika L? zostaty zebrane w tabeli 1. Kolejne kolumny
tabeli odpowiadajg estymatorowi z dodatkowym — wzgledem poprzedniej — modutem, opisanym w
nagtéwku kolumny. Wida¢, ze kazda wprowadzana zmiana poprawiata wyniki estymacji. Nalezy jednak
zaznaczy¢, iz wartos¢ wskaznika otrzymana przez wprowadzenie modyfikacji wag elementéw
nietypowych, niewiele rdzni sie od uzyskanej z poprzedniego modutu predykcji. W szczegdlnych
przypadkach mogg by¢ nawet nieco (rzedu czesci promili) wieksze. Wynika to z faktu, iz w przypadku
modutu elementéw nietypowych poprawa jakosci estymacji nastepuje w obszarach majgcych
wyjatkowo maty wptyw na kwadratowy wskaznik catkowy L?. Nalezy jednak zaznaczy¢, ze juz sama
wizualizacja na wykresie wykrytych elementow nietypowych z zaznaczeniem czy reprezentujg one
tendencje wzrostowe czy regresywne, potencjalnie moze stac¢ sie cenna dla wszechstronnej analizy
eksperckiej, uwzgledniajacej czy nierzadko wrecz nakierowanej na dynamike zmian. Ostatecznie,
wobec podstawowej, referencyjnej metody ruchomego okna o statej licznosci, uzyskano poprawe
wskaznika L? rzedu ponad 60%. Dla dodatkowego zobrazowania powyiszych wynikéw, w tabeli 2
zawarto procentowe zmiany wartosci wskaznikéw jakosci wzgledem uzyskanych z uzyciem

poprzednich modutéw.
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Tabela 1. Poréwnanie jakosci estymatordow dla syntetycznego strumienia danych.

state m zmienne m | dezaktualizacja| predykcja ;ﬁr;ggge
(referencyjny) | (sekcja4.1) (sekcja 4.2) (sekcja 4.3) (sekcja 4.4)
wskaznik L? 0.2813 0.1431 0.1250 0.1018 0.1017
Zmiana
procentowa 100 % 49.13 % 55.56 % 63.81 % 63.85 %

Tabela 2. Poprawa jakosci estymatorow wzgledem poprzednich modutdow.

stale m zmienne m | dezaktualizacja predykcja neil;:;;;lge
(referencyjny) | (sekcja4.1) (sekcja 4.2) (sekcja 4.3) (sekeja 4.4)
prig;ﬁ‘;iva 50.87 % 12.85 % 18.56 % 0.001 %

Procedura DEDSTA zostata takze poréwnana z innymi metodami, reprezentujgcymi rézne ujecia
estymacji gestosci rozktadu danych strumieniowych, oparte na odmiennych koncepcjach: falkows [5],
tzw. jadra klastrowe [4], a takze sieci samoorganizujgce [1]. Wyniki poréwnan dla szeregu (26)-(27)
zawarto w tabeli 3. Procedura DEDSTA znaczaco przewyzszata powyzsze metody, aczkolwiek nalezy

zauwazyc, ze badania prowadzone byty wtasnie z warunkami, dla ktérych zostata ona skonstruowana.

Tabela 3. Zestawienie najlepszych wynikéw uzyskanych z uzyciem odmiennych metod estymacji.

metoda falkowa jadra klastrowe steel DEDSTA
samoorganizujace
wskaznik L? 0.149 0.300 0.446 0.073

(W reakcji na uwagi zawarte w recenzjach dokonano takze poréwnania z najnowszym znalezionym w literaturze
algorytmem ALoKDE z 2021 roku [3]. W tym przypadku uzyskano wartoéé¢ wskaznika L?> wynoszacg 0.141, a wiec takze

ZNnaczaco gorsza nhiz otrzymang z uzyciem procedury DEDSTA.)

Ostatnim elementem przedstawianych tu wynikéw weryfikacji numerycznej byty strumienie

danych, ztozone z pomiaréw meteorologicznych, dotyczacych temperatury i wilgotnosci wzglednej w
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Minneapolis, Rio de Janeiro oraz Krakowie, a zatem trzech miast o catkowicie odmiennym klimacie.
Ograniczenie wymiarowosci do dwdéch wynika z mozliwosci odpowiedzialnej graficznej ilustracji
wynikéw. W przypadku 2-wymiarowym wyniki przedstawiono w postaci map konturowych z
logarytmicznym uktadem wartosSci poziomic; najnizszym zaznaczonym poziomem jest 0.0003125, a
kazdy kolejny byt dwukrotnie wiekszy od poprzedniego. Podobnie jak poprzednio wyniki zostaty
zatgczone na stronie internetowej [11] w dwdch opcjach: co 10 i kazdy krok. W celu uzyskania ptynnego
obrazu proponowane jest Sciggniecie plikdw na dysk komputera. Otrzymane estymatory mozna
interpretowac jedynie na podstawie analizy jakosciowej, a zwtaszcza potencjalnej przydatnosci do
szeroko pojetych zagadnien analizy i eksploracji danych, przede wszystkim zgodnosci z
doswiadczeniem w zakresie corocznych zmian pogodowych, gdyz w tym przypadku gestos¢
teoretyczna oczywiscie nie jest znana. Warto zwréci¢ uwage nie tylko na same mapy konturowe, ale
takze na kierunki pojawiania sie elementéw nietypowych zwigzanych z tendencjami wzrostowymi
(plusy zielone) i malejacymi (plusy czerwone), a w przypadku jednowymiarowym takze na wartosci
pochodnych czasowych (krzywe o kolorze bezowym), wskazujgcymi kierunki zmian z pewnym
wyprzedzeniem. W przypadku opcji ,,w kazdym kroku”, czarny krzyz oznacza obserwacje aktualna.
Otrzymane wyniki sg tatwo interpretowalne, w petni zgodne z doswiadczeniem. Zmiany byty
ptynne, a kolor elementéw nietypowych prawidtowo opisywat dynamike ruchu. Na rysunku 2 pokazano
przyktadowy 2-wymiarowy wyniki dla Krakowa na poczatku meteorologicznej jesieni. Widac znaczne
rozciggniecie rozktadu wzdtuz kierunku mata temperatura — duza wilgotnos$¢ (dni deszczowe) oraz duza
temperatura — mata wilgotnos¢ (dni pogodne). Elementy nietypowe wyraznie wskazujg na wzrostowg

tendencje temperatury (koniec lata) oraz powiekszanie wilgotnosci (poczatek jesieni).

Jcracow; 2020; temperature-humidity

01 Sep 2020, 12:00
t = 8077

1 KPSS = 1.153
s SOMKPSS = 0.143

m = 938

3 = 0.022
#atypical = 22

TS 1 =-0.016
2 TS_2 =-0.044

Humidity [%]

o
Temperature [C]

Rysunek 2. Estymator otrzymany za pomocg procedury DEDSTA dla tgcznego rozktadu temperatury i
wilgotnosci wzglednej w Krakowie na poczatku meteorologicznej jesieni, 1 wrzesnia 2020 roku.
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6. PODSUMOWANIE

Celem niniejszej dysertacji byto opracowanie i przedstawienie nowatorskiej nieparametrycznej
metody estymacji gestosci rozktadu danych strumieniowych. Ostateczna procedura, nazwana DEDSTA,
moze by¢ uzyta zaréwno w warunkach niestacjonarnych jak i stacjonarnych, przy czym moga one
nastepowac naprzemiennie, a w pierwszym przypadku intensywnos$¢ zmian moze sie istotnie
réznicowad. Koncepcja tej procedury zostata oparta na nieparametrycznej metodzie estymatorow
jadrowych, co pozwala wyznaczy¢ gestosc praktycznie dowolnego wystepujgcego w praktyce rozktadu,
bez koniecznosci formutowania o nim dodatkowych, czesto arbitralnych zatozen. Ponadto stosowano
elementy prognozowania statystycznego, umozliwiajgce efektywne nadazanie za zachodzgcymi
zmianami, a takze identyfikowane byty elementy nietypowe ze wskazaniem, ktére z nich zwigzane s3
z nowopowstatymi tendencjami, a ktére ze ustepujgcymi.

Struktura procedury DEDSTA sktada sie z niezaleznych modutéw: wyznaczania licznosci
rezerwuaru, dezaktualizacji elementéw, predykcji, a takze obstugi elementéw nietypowych (w sensie
rzadkiego ich wystepowania). Najpierw wyznaczana jest liczba z przedziatu [0, 1] charakteryzujaca
stopiend niestacjonarnosci strumienia danych, ktéra stanowi potem podstawe przy wyznaczaniu
parametréw niezbednych do dziatania powyzszych modutéw. Kazdy z nich moze by¢ potencjalnie
pominiety albo ewentualnie dostosowany do specyficznych uwarunkowan rozwazanego zagadnienia,
aczkolwiek nalezy podkresli¢, ze przedtozona metoda w swej podstawowej postaci jest kompletna i nie
wymaga dodatkowych badan koncepcyjnych. Wobec wszystkich parametrow zostaty zaproponowane
wartosci standardowe, po czym przestawiono analize wrazliwosci procedury na zmiany ich wartosci.
Kazda z uzytych sktadowych proponowanej tu metody ma liniowg lub kwadratowg ztozonosé
obliczeniowg wzgledem biezgcej licznosci rezerwuaru, nieprzekraczajgcej 1000. Zaréwno czas obliczen
jak i wymagania pamieci nie wykraczajg poza mozliwosci wspdtczesnych systemoéw komputerowych.
Obliczenia kazdego kroku trwajg okoto sekundy na standardowym sprzecie.

Przedstawiona tematyka ma charakter rozwojowy. Tematem dalszych badan bedzie zastgpienie
koncepcji ruchomego okna, polegajgcego na wykluczaniu najstarszych elementdéw, poprzez usuwanie
losowe z prawdopodobienstwem zaleznym od aktualnego stopnia niestacjonarnosci. Pozwoli to na
unikniecie catkowitej eliminacji elementdéw starszych niz biezgca liczno$¢ okna. Innym aspektem
przysztych badan bedzie uogdlnienie przedstawionej koncepcji o mozliwos¢ uwzglednienia atrybutow
kategorycznych, a takze redukcje wymiarowosci wspodtrzednych cigglych i kategorycznych,
uzaleznionej od aktualnych uwarunkowan badanego strumienia danych. Kolejnym przedmiotem prac
bedzie ujecie warunkowe, w ramach ktorego mozliwe jest uwzglednienie pomiaréw tych wielkosci,

ktorych aktualna wartosé pozwala na istotne uscislenie stosowanego modelu probabilistycznego.
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