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Streszczenie

Automaty komorkowe (CAs, z ang. Cellular Automata) to uklady dynamiczne, w ktorych czas i przestrzen sa dys-
kretne. Najczesciej réwniez stany komorek przyjmuja wartosci z ustalonego skoriczonego zbioru. Zmiany stanéw w
kolejnych krokach czasowych definiowane sa za pomoca reguty lokalnej, ktora bierze pod uwage stany najblizszych
sasiadow. Pomimo takiej prostej definicji, CAs charakteryzujg sie ciekawymi i ztozonymi wlasciwosciami, a przez
to sa chetnie wykorzystywane do modelowania zjawisk, szczegdlnie fizycznych. Badania teoretyczne najczesciej
dotycza najprostszych CAs dwustanowych, ktore sg okreslone na jedno lub dwuwymiarowej kracie skoriczonej z
periodycznymi warunkami brzegowymi.

Niniejsza rozprawa przedstawia wyniki moich badan nad ciaglymi afinicznymi automatami komorkowymi
(ACCAs, z ang. Affine Continuous CAs), w ktorych stany komorek przyjmuja wartosci w przedziale [0,1], a re-
gula lokalna jest funkcja afiniczna ze wzgledu na kazdg zmienna. Chociaz tak zdefiniowane CAs sa najprostszym
mozliwym rozszerzeniem binarnych CAs do automatéw cigglych, to okazuje sie, ze ich dynamika jest o wiele bar-
dziej ztozona i ciekawa. Dla uzasadnienia tego stwierdzenia, w pracy zostaly przedstawione wyniki szczegdtowych
badan zewnetrznie totalistycznych (ang. Outer Totalistic) ACCAs, pokazujace, ze w obrebie tego zdawaloby
sie bardzo trywialnego podzbioru ACCAs mozna zaobserwowaé¢ wszystkie mozliwe wrazliwosci” spotykane w
dynamice CAs.

W swojej pracy skupiam si¢ przede wszystkim na mozliwosci wykorzystania ACCAs do rozwigzania jednego
ze slynnych probleméw teoretycznych dotyczacych automatéw komoérkowych, tak zwanego problemu klasyfika-
cji gestosci poczatkowej (DCP, ang. Density Classification Problem), znanego réwniez jako problem glosowania
wiekszosciowego. W klasycznym sformutowaniu, DCP poszukuje binarnego automatu komorkowego, ktory potrafi
prawidtowo sklasyfikowa¢ kazda binarng konfiguracje poczatkowa: jesli zawiera wiecej jedynek niz zer, to jako
konfiguracje koricowa otrzymujemy konfiguracje homogeniczna ztozona z samych jedynek, zas jesli zawiera wiecej
zer niz jedynek, to jako konfiguracje koricowa otrzymujemy konfiguracje homogeniczna ztozona z samych zer. Nie-
stety, zostato udowodnione, ze nie istnieje binarny CA, ktory potrafi poprawnie sklasyfikowa¢ kazda konfiguracje
poczatkowa, o dowolnej dtugosci, tzn. klasyczna wersja DCP nie ma rozwiazania. Pojawia sie zatem naturalne
pytanie, czy ,zlagodzenie” wymagan dotyczacych DCP, np. dopuszczenie jako rozwiazan innych CAs niz binarne
lub zmiana warunkéw wyjsciowych, pozwoli znalezé klasyfikator dzialajacy poprawnie na wszystkich binarnych
konfiguracjach poczatkowych.

W mojej pracy naukowej zajmuje sie powyzszym zagadnieniem w kontek$cie ACCAs. Badane przeze mnie
automaty sa jedno oraz dwuwymiarowe o promieniu sasiedztwa réwnym 1 z periodycznymi warunkami brzego-
wymi (w przypadku dwuwymiarowych ACCA wykorzystywane jest sasiedztwo von Neumanna). Przedstawione
kompleksowe badania, opisy, eksperymenty, a takze dowody analityczne wykazuja, ze o ile rowniez dla ACCAs nie
istnieje pojedyncza reguta lokalna pozwalajaca na poprawna klasyfikacje gestosci wszystkich binarnych konfigu-
racji poczatkowych przy klasycznym sformutowaniu warunku konicowego, to jego niewielka modyfikacja pozwala
na znalezienie licznego podzbioru regut ACCAs, ktore okazujg sie byé¢ poprawnymi rozwigzaniami. Okazuje sie,
ze sa to ACCAs, ktore zachowuja gestosé.

Dodatkowo, badam mozliwo$é rozwigzania klasycznego DCP przez ACCAs na jedno lub dwuwymiarowe;j
kracie o ustalonym rozmiarze. W tym przypadku, okazuje sig, ze takie rozwiazania istnieja.

Wiekszo$¢ rozdzialow mojej rozprawy doktorskiej zostata opublikowana w recenzowanych artykutach [1-5]
oraz zreferowana na miedzynarodowych konferencjach naukowych. Niniejsza dysertacja nie tylko zbiera wszyst-
kie te prace i wystapienia, ale prezentuje rowniez wyniki dodatkowych symulacji i obliczeri. W przeciwienistwie



do chronologii publikacji, rozprawa przedstawia wyniki w kolejnosci wyjasniajacej najpierw podstawy tematyki,
przechodzac do szczegdétow zagadnien. Wszystkie opublikowane artykuly oraz prezentacje, sa wynikiem pracy
zespolowej. Jestem autorem wszystkich wizualizacji, symulacji, eksperymentéw w opublikowanych artykutach i
prezentacjach. Przeanalizowalem wyniki zebrane przy eksperymentach, ktére byly podstawa do analitycznych
dowodow i twierdzen. Dowody twierdzeni byly osiagniete dzieki wspolpracy z Barbara Wolnik [1-5] oraz An-
tonim Augustynowiczem [5|. Pozostali wspolautorzy artykuléw wspierali badania poprzez dyskusje, weryfikacje
poprawnosé otrzymanych wynikow czy tez weryfikacje artykutow.

Zawarto$¢ poszczegdlnych rozdzialow

Ponizej przedstawiam podsumowanie poszczeg6lnych rozdziatow pracy podajac ich oryginalne tytuty.

Rozdzial 1 - ang. Introduction

Pierwszy rozdzial rozprawy doktorskiej zawiera krotka historie i zastosowania automatdéw komoérkowych. Wyjasnia
zasady gry w zycie (ang. Game of Life) - najpopularniejszego dwuwymiarowego automatu komorkowego. Rozdzial
ten napisalem specjalnie na potrzeby ponizszej dysertacji i jest on jedynie wstepem do ogélnej tematyki CAs.

Rozdzial 2 - ang. Preliminaries

W rozdziale drugim podaje definicje potrzebne do opisania badan i ich wynikéw. Sa to definicje ogélnie znane
w literaturze i stosowane w moich publikacjach, jednakze na potrzeby rozprawy notacja zostala ujednolicona.
Rozdzial rozpoczyna sie przedstawieniem i zdefiniowaniem kraty jednowymiarowej (C1) oraz dwuwymiarowej
kraty prostokatnej (C2) z periodycznymi warunkami brzegowymi:

Ci = (Z/n2)={0,1,...,n—1},
Co = (Z/nZ)x (Z/mZ)=1{0,1,...,n—1} x{0,1,...,m—1},

gdzie n oraz m sa liczbami naturalnymi wiekszymi od 2.

Zbior stanéw oznaczany jest przez Q. W badaniach skupiam sie na dwoch podstawowych zbiorach stanéw:
binarnych Qp = {0, 1} oraz liczb rzeczywistych z zakresu od 0 do 1 Qr = [0, 1]. Dla ustalonego zbioru stanow
definiuje sie przestrzen konfiguracji X na kracie C jako zbiér wszystkich przeksztalceni z C w Q. Dla konfiguracji
X € X przez x; rozumie sie stan i-tej komorki (w przypadku dwuwymiarowym odpowiednio z; ;). Kluczowym
parametrem w moich badaniach jest gestosé konfiguracji p(x) bedaca $rednig wszystkich stanéw komorek.

Poniewaz w badaniach istotne sa jedynie binarne konfiguracje poczatkowe, to opisuje sposob redukcji zbioru
takich konfiguracji do ,jistotnie réznych”; czyli takich, ktore nie sg swoimi przesunieciami. W literaturze nie wspo-
mina sie czesto tego faktu, ma to jednak duzy wptyw przy obliczeniach przedstawionych w dalszych rozdziatach.

Moje rozwazania skupiaja sie na sasiedztwie o promieniu r = 1, czyli takim, gdzie komoérka ma jedynie wglad w
stany najblizszych sasiadow. W przypadku dwuwymiarowych CAs oznacza to sgsiedztwo von Neumanna. Zgodnie
z zasada dziatania CAs, komorki aktualizowane sa w kazdym dyskretnym kroku czasowym ¢ € {1,2,...}. Zmiana
stanu nastepuje synchronicznie: kazda komorka uzywa w tym celu tej samej reguty lokalnej f dziatajacej na
sasiedztwie tej komorki. Jako wynik otrzymujemy regule globalna F dla catej konfiguracji jednoczesnie. Regute
lokalng f mozna przedstawi¢ w postaci tabelarycznej LUT (ang. LookUp Table), ktorej wspotezynniki I; okreslaja
dang funkcje przejscia dla okreslonego sasiedztwa. Taka posta¢ utatwia obliczenia oraz implementacje algorytmow.

W kolejnej czesci rozdziatu opisuje tak zwane Elementarne CAs (ECAs, ang. Elementary CAs). Sa to jedno-
wymiarowe, binarne CAs o promieniu jeden - najszerzej rozpowszechnione CAs w literaturze i w zastosowaniach.

Na zakoriczenie rozdzialu drugiego wprowadzam definicje ciagltych CAs (CCAs, ang. Continuous CAs) i
przytaczam znane reguly lokalne f;, bedace srednig wartoscig stanu komorki i jej sasiadéw. Przedstawiam réwniez
sposob wizualizacji (dynamiki) takich automatow.

Rozdzial 3 - ang. Affine Continuous Cellular Automata

Rozdzial ten skupia sie na afinicznych CCAs, (ACCAs, ang. Affine Continuous CAs) bioracych glowny udzial
w badaniach i bedgcych uogolnieniem ECAs. Na poczatek, fakt mowiacy, ze gdy funkcja jest afiniczna w jakiejs
zmiennej, to musi byé rowniez w niej monotoniczna. Ten oczywisty fakt jest kluczowy, gdyz gwarantuje ze
rozpatrywany ACCA nie wyjdzie poza okreslony na poczatku zbior stanow.

W pierwszej czesci tego rozdzialu przedstawiam definicje jednowymiarowych ACCAs, zadajac regule lokalng f
poprzez wspolezynniki I; (dane w tabeli LUT):

flx,y,2) =lp(1—2)1—y)1—2)+ L1 —2)1 —y)z
+ (1 —2)y(l —2) + (1 —z)yz + liz(1 —y)(1 - 2)
+ 521 —y)z + lgzy(l — 2) + lrayz .



Nastepnie wprowadzam definicje pewnych podzbioréw ACCAs. Pierwszym z nich sg tzw. zewnetrznie-totalistyczne
CAs (ang. Outer Totalistic CAs), dla ktorych wartosé reguty lokalnej zalezy jedynie od stanu danej komorki i
sumy stanow jej sasiadow. Badania dla tego typu regul przedstawione sa w Rozdziale 5.
Dalej podaje definicje automatow zachowujgcych gestosé. Jest to rodzina CCAs, ktore dla kazdej konfiguracji
x € [0,1]* spelniaja warunek
p(x) = p(F()) .

W przypadku jednowymiarowych ACCAs tabele LUT dla takich regut mozna zredukowaé do trzech parametrow.
(l07l1a 127l3a l47l57 lGa l?) = (Oa a, ¢, 1- b7 1—a- ¢, 1- ¢, b+ ¢, 1) ) (1)

gdzie a,b,c € [0,1] oraz a,b < 1 — ¢. Taka redukcja pozwala na dokladniejsze badania, jak i na wizualng
reprezentacje rozmieszczenia poszczegolnych regut. Rozdzial 6 skupia sie na badaniach tego typu regut.

W drugiej czesci tego rozdziatu, rozszerzam definicje na dwuwymiarowe ACCAs. Zaczynam od definicji reguty
lokalnej f dla dwoch wymiarow

£y 1) =lo(1 - 2)(1 —y)(1 - 2)(1 = w)(1 - v)
+H(1-—2) 1 —y)(1 —2)(1 —u)v
+ (1= 2)(1 = y)(1 — 2)u(l - v)

+ lzpzyzu(l — v)

+ ls1xyzuv .

Nastepnie wyrdzniam niektore rodzaje dwuwymiarowych ACCAs. W szczegolnosci, przedstawiam dwuwymiarowe
ACCAs zachowujace gestos¢ i przeprowadzam analize zbioru wszystkich takich regut (ktore potrzebuja juz o$miu
niezaleznych parametréw do opisu). Wskazuje rowniez symetrie w tym zbiorze, pozwalajace utozsamia¢ niektore
reguly ze soba. Dodatkowo, wprowadzam definicje ACCAs zachowujacych gestosé, ktorych reguta lokalna nie
zalezy od y i v:

xr
f(y5U) —(1—b—d)z+dz+bu,

gdzie b,d € [0,1] oraz b+d < 1.
W dalszej czesci tego rozdzialu definiuje reguly symetryczne ze wzgledu na obrot o 90 stopni, czyli takie,
ktorych regula lokalna spelnia:
f(y%u) :f(vgx) ,
v u

oraz przedstawiam warunki na LUT dla takich regut.
Szczegdlowe badania dla tego typu regul przedstawiam w Rozdziale 8.

Rozdzial 4 - ang. The Density Classification Problem

W rozdziale tym przytaczam i wyjasniam definicje zwiazane z problemem klasyfikacji gestosci poczatkowej.
Najpierw przypominam klasyczng definicje DCP, ktéra mowi, ze reguta globalna CCA F rozwiazuje klasyczny
DCP dla danej wartosci progowej pg € (0, 1), jezeli dla kazdej konfiguracji poczatkowej x € {0, 1}* spelnione sa
warunki:

o) <po = lim F(e) = (0,0,...,0),
px)>po = lim Fi(z) = (1,1,...,1) .

Wyjasniam réwniez, ze dla ACCAs nie istnieje reguta, ktora rozwiazuje DCP dla konfiguracji poczatkowych o
dowolnej dhugosci.

Eksperymenty oraz wyniki dla tego problemu przedstawiam w Rozdziale 7 dla jedno oraz w Rozdziale 9 dla
dwuwymiarowych ACCAs.

W drugiej czesci, przytaczam definicje rozluznionego (ang. relazed) DCP dla ACCAs. Méwi ona, ze reguta
globalna CCA F rozwiazuje rozluzniony DCP dla danej wartosci progowej pg € (0, 1), jezeli dla kazdej konfiguracji
poczatkowej & € {0, 1}* spelnione sa warunki:

p(x) < po = Fi(x) €0, po)°¢
(3T) (Vx € {0,1}°) (vt > T) ({p(m) = po = Fi(z) € (po. 1° > .

Eksperymenty oraz wyniki dla tego problemu przedstawiam w Rozdziale 6, dla jedno, oraz w Rozdziale 8 dla
dwuwymiarowych ACCAs.



Rozdzial 5 - ang. Dynamics of One-Dimensional Outer-Totalistic ACCAs

Wyniki tego rozdzialu zostaly opublikowane w [5]. Dotycza one kompleksowej analizy jednowymiarowych, ze-
wnetrznie totalistycznych ACCAs, ktore sg legalne (ang. legal), czyli takich ktorych wspotezynnik LUT Iy wy-
nosi 0. Kazda taka reguta lokalna jest zadana przez trzy parametry wzorem:

flx,y,z)=(d—c—=b)(z+2)y+ba+2z)+ecy, (2)

gdzie 0 < b < %, 0 <c<1lic<2d< c+ 1. Dzigki temu zbiér wszystkich takich regul daje sie tatwo
sparametryzowaé punktami rownolegtoscianu i przedstawia¢ graficznie. Przeprowadzone eksperymenty pozwolily
przebadaé¢ kazda z takich regul i ujawnily wystepowanie réznego rodzaju ,wrazliwo$ci” na zmiany warunkéw

poczatkowych:

e wrazliwo$¢ na zmiane parametrow: niewielka zmiana wartosci parametréw b, ¢, d potrafi znaczaco zmienié
wlasnosci reguty,

e wrazliwos¢ na zmiany konfiguracji poczatkowej: zmiana nawet jednej wartosci w konfiguracji poczatkowe;j
potrafi mie¢ wielki wplyw na dynamike,

e wrazliwos¢ na zmiane dlugosci kraty: zmiana dlugosci kraty nawet o jedng komorke potrafi mieé¢ znaczacy
wplyw na dynamike.

Po przeprowadzeniu eksperymentow, wyniki zostaly sklasyfikowane w grupy o podobnych zachowaniach. Ko-
lejne podrozdzialy skupiaja sie na poszczegédlnych grupach wskazujac ich rozmieszczenie we wspomnianym réow-
nolegloscianie oraz popierajac stuszno$é obliczen analitycznymi dowodami.

Rozdzial 6 - ang. Solving the Relaxed One-Dimensional DCP

Wyniki tego rozdziatu zostaly opublikowane w [1, 2|. Pokazane sa tutaj symulacje, poparte analitycznymi do-
wodami, dla jednowymiarowych ACCAs rozwiazujacych rozluzniony DCP. Reguly lokalne tych ACCAs maja
nastepujaca postaé¢ ogélna:

flz,y,2) = (a+b+c—1)(z—2)y+(1—a—c)z+cy+az, (3)

gdzie a, b, c € [0,1] oraz a,b < 1 —c. Uzycie trzech parametréow umozliwia wizualizacje rozmieszczenia wszystkich
takich regul w trojwymiarowej przestrzeni kartezjanskiej. W pierwszej czesci rozdzialu przedstawiam szczegdtowy
opis dynamiki kazdej takiej reguty. Kolejna natomiast skupia sie na eksperymentach polegajacych na znalezieniu
najlepszej reguly rozwiazujacej problem, potrzebujacej najmniejsza liczbe iteracji dla danych konfiguracji i war-
tosci progowej pg € (0,1). Na poczatku skupiam sie na wartosci pg = 0.5 i konfiguracjach o dtugosci 25 komorek,
biorac réwniez pod uwage czesé konfiguracji o dtugosci 149 komoérek. W dalszej czesci eksperymentéw poszukuje
regulty z minimalna liczba potrzebnych iteracji konfiguracji aby poprawnie sklasyfikowaé rozluzniony DCP, biorac
pod uwage wartosci progowe pg € (0,1) z krokiem réwnym 0.001 i konfiguracjach o dtugosci 23 komorek.

Rozdzial 7 - ang. Solving the Fixed-Length One-Dimensional DCP

Wyniki tego rozdziatu zostaly opublikowane w [3]. W rozdziale tym skupiam sie na jednowymiarowych ACCAs
potrafiacych rozwigzaé¢ klasyczny DCP dla konfiguracji o ustalonej dlugosci. LUT reguty lokalnej takich ACCAs
musi spelni¢ gléwnie nastepujace kryteria

10:0

llza

lhb=c a,b,c €0,1]

ls=1-0b  adzie y<c<1l+y
ly=1-n—a—-c —n<a+c<1l—n
ls=1+~v—c y—e<b+c<1l+vy—ce
lg=€e—v+b+c

;=1

Zbior takich regul rowniez moze zostaé przedstawiony w trojwymiarowej przestrzeni kartezjanskiej, co pozwala
na wizualne przedstawienie poszczeg6lnych regul. Pokazane sa wystarczajace ,warunki stopu” dla symulacji, tzn.
warunki, ktorych wystapienie pozwala zakonczyé dang symulacje, gdyz wiemy juz jaki bedzie jej wynik. Jest
to kluczowy czynnik pozwalajacy na sprawniejsze przeprowadzenie symulacji komputerowych. Czes¢ zwiagzana
z symulacjami skupia sie na konfiguracjach o dlugosci 23 komorek. Dodatkowo, przedstawione jest sze$¢ przy-
padkéw unikalnych parametrow n, €, v, zawierajacych reguty ACCAs rozwiazujace klasyczny DCP dla omawianej
konfiguracji.



Rozdzialt 8 - ang. Solving the Relaxed Two-Dimensional DCP

W rozdziale tym przedstawiam wyniki poszukiwania regut rozwiazujacych rozluzniony DCP dla dwuwymiarowych
ACCAs. Wyniki te zostaly opublikowane w [4]. Przedstawiam tutaj eksperymenty oraz rezultaty dla konfiguracji
5 x 5 oraz podzbioru konfiguracji 23 x 23. Pod uwage biore jedynie konfiguracje, ktorych gestosé poczatkowa
jest najblizsza 0.5. Poszukuje regut, ktore potrafia rozwigzaé zadany problem szybciej niz reguta f;. Dodatkowo
badam reguty przedstawione w Rozdziale 3 - symetryczne ze wzgledu na obrét o 90 stopni, oraz niezalezne od y
oraz v.

Rozdzial 9 - ang. Solving the Fixed-Length Two-Dimensional DCP

Rozdzial ten przedstawia badania nad poszukiwaniem dwuwymiarowych ACCAs potrafiacych rozwigzaé¢ kla-
syczny DCP. Reguly te wyszukiwane sa przez algorytm ewolucyjny. Na wstepie przedstawiam historie 1 podstawy
algorytmoéw ewolucyjnych, z naciskiem na réznicowy algorytm ewolucyjny, ktéry tutaj wykorzystuje. W kolejnych
czesciach skupiam sie na wyszukiwaniu regul rozwiazujacych DCP dla konfiguracji o wymiarach (3 x 3), (5 x 3),
(5 x 5). Wskazuje napotykane problemy jak i usprawnienia, ktore wykorzystuje przy eksperymentach. Rozdzial
ten jako jedyny nie zostal opublikowany, a jedynie w czesci przedstawiony na konferencji.

Rozdzial 10 - ang. Conclusion

Rozdzial ten jest podsumowaniem pracy jak i dyskusja kierunkéw przysztych badaii.
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